BCPST 1 NOMBRES COMPLEXES

Formes algébrique, trigonométrique (exponentielle) :

1. Donner la forme algébrique de : z = (1 + 4)29%4

C/2)2

2. Donner la forme exponentielle de : z = (ldLZ\/)i)
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4. Donner la forme algébrique de : z, = 1 +4 +i2 + ... +1i" (n € N).
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3. Donner la forme algébrique de : z
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5. Donner la forme algébrique de : z = <

6. Donner la forme algébrique de : z

7. Donner la forme algébrique de : 2 = | ————
sebrid ( 10 — 2iv/3

1
i+tané’

8. Soit 0 € },; g [ Déterminer la forme trigonométrique de : z =
1474

V3+i

Utilisation de [z|> =2 xZ ou 2 +Z = 2Re(2) ou z — 7 = 2iIm(2) :

9. Calculer de deux fagons le complexe z =

En déduire cos <1> et sin (1>
12 12

1. Montrer que pour tous complexes z,2’, on a : |z + 2/|> + |z — 2/|? = 2|z|* + 2|/|%.
2. Montrer que pour tout complexe z, on a : |1 + z|2 + |1 — 2|2 = 2(1 + |2]?).

3. Soient a, b, ¢ trois complexes de module 1. Montrer que : |ab+ bc+ ca| = |a + b+ ¢|.

b
4. Soient a,b deux nombres complexes de module 1 tels que ab # —1. Montrer que fl:_ 5
a

5. Soit a un complexe de module 1 tel que a # 1. Montrer que la partie réelle de T 5
—a

6. (a) Montrer que pour tout complexe z : (z + |2])? = 22(Re(z) + |2|).

2
(b) En déduire que si z € C\ R_, alors z = <H|Z> .

v/2Re(z) + 2|7|

(c) Application : A Daide de cette formule, déterminer rapidement un complexe ¢ tel que t? = 3+4-4i.

7. Soient a, b, ¢ trois complexes de module 1 tels que : a + b+ ¢ = 1.

On cherche a prouver que 1'un des trois est nécessairement égal a 1.
1 1 1
(a) Montrer que : — 4+ — 4+ — = 1.
a b ¢

)
(b) En déduire que : ab + be + ca = abe. On notera A = abe.

(c¢) Exprimer le polynéme P(z) = (z — a)(z — b)(z — ¢) en fonction de A.
(d) Conclure.

Equations dans C :

Rappel : les équations a coefficients complexes sont hors-programme, les exercices portant sur ce théme
devront étre guidés. Seules les équations du type z" = a € C sont au programme.

1. Résoudre dans C I'équation : 22 = 2z — 5.

2. Résoudre dans C l'équation : 22 + 4z = —5.
3. Résoudre dans C I’équation : 322 + 2z +1 = 0.
1
4. Résoudre dans C l’équation : z + 10 = 6.
z
5. Résoudre dans C I'équation : z* — 22 +1 = 0.



6. (a) On pose A =—-3+4i e C.
Déterminer, en utilisant sa forme algébrique, un nombre complexe § tel que : 62 = A.
1
(b) Résoudre dans C ’équation : 122 +(14+9)z+3-2i=0.

7. (a) On pose § = 3 — 4i. Calculer 6.
(b) Résoudre dans C Péquation : (322 + z 4+ 1)? + (22 + 22 + 2)? = 0.
Indication : Ya,b € C, a® + b* = (a +ib)(a — ib).
1+
V3 —i

(a) Déterminer la forme trigonométrique du complexe

8. On considere dans C I’équation (E) : 2% =

1+
V3 —i

(b) Résoudre 'équation (E).
9. Résoudre dans C 'équation : Z3+ Z2+Z+1=0.

.\ 3 .\ 2 .
En déduire ’ensemble des solutions dans C de I’équation : (Z + Z) + (Z + Z> + <Z i l> +1=0.
z—1i z—1
10. Résoudre dans C I’équation : (z + 1)(z — i) = 22 — 3.
11. Résoudre dans C I’équation : z —z+ 5 = 0.
12. Résoudre dans C I’équation : iz + (2 + 3i)z = 1.
2iz+ 2 =2

13. Résoudre dans C? le systéme : 7,
3z—1z' =1

—2v2 + 2i/2
14. Résoudre dans C I'équation : z* = M
V3+i
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15. Résoudre dans C I’équation : z© = Z.

16. Soit 6 un réel. Résoudre dans C 'équation : 28 — 223 cos(f) + 1 = 0.

. . =0
17. Soit a € R. Résoudre dans R? le systeme : c?s(a) + C.Ob(a o)+ ?Ob(a +v)
sin(a) + sin(a + x) +sin(a+y) =0
18. Soit « € [0, 7].
(a) Résoudre I'équation : 22 — 2°F! cos(a)z + 22% = 0.
(b) Déterminer les valeurs de « pour que cette équation admette deux solutions z1, 25 tels que les
points A(z1), B(z2) et O(0) forment les sommets d’un triangle équilatéral.

19. Soit n > 2 un entier. Résoudre dans C I'équation (z — 1) = z™.
Montrer que les images dans le plan des solutions sont toutes sur une droite verticale.

Sommes complexes :
n—1
1. Soit n > 1 un entier naturel. On pose : S, = Z(fl +iV3)F.
k=0
Ecrire le complexe S,, sous forme algébrique.

2. Exprimer en fonction de n € N* et § € R la somme :

cos(f) + cos(360) + cos(50) + ... + cos((2n — 1)6)

24T

3. On pose w =¢€77 .

(a) Calculer 1+ w + w? + w3 + w* + w® + Wb,

2 3

w w w
b) Calcul .
(b) acuer1+w2+1+w4+1+w6

1 1
En dédui
(¢) En déduire o (2777) + o (47”)

4. Soient a,b € R et n € N. Calculer : C,, = Z
k=0
Indication : définir S, et calculer Cy, + iS,.




Ensembles dans C :

1.
2.

Déterminer I’ensemble des complexes z tels que : (z+ 1)(Z —2) € R.

z+ 24
Déterminer ’ensemble des complexes z tels que : + - € R.
—
Soit z € C, de forme algébrique : z = a + ib, (a,b) € R2.
z—2
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que : m i cR.
z+1i

Déterminer et représenter dans le plan complexe I’ensemble des complexes z tels que :

a) 22eR b) 22€e6R; ¢) 22eR_ d) ?€iR

Soit z € C. On pose : Z = 22 — 2iz + 2.

Déterminer et représenter dans le plan complexe I’ensemble des complexes z tels que Z est réel.

6. Déterminer I'ensemble des complexes z tels que : Re(z%) = Im(23).
7. Pour quelles valeurs de n € Z a-t-on (1 +iv/3)" € Ry ?

10.

11.

12.

13.

14.

Résoudre dans C l’équation :

-2
Z+3' = 1. Représenter les solutions dans le plan complexe.
iz

Déterminer puis représenter dans le plan complexe I’ensemble des complexes z tels que 22,1 — z et
Z ont le méme module.

(a) Déterminer I’ensemble des complexes z tels que : 22 + 2z + 1 € R.
(b) (*) En déduire 'ensemble des complexes z tels que les images de z, 2% et 2% sont alignées.

(*) Déterminer, puis représenter dans le plan complexe ’ensemble des ponts d’affixe z tels que les
points d’affixe 1, z, 1 + 22 sont alignés.

(*) Soit z € C. Soient A, B, C les images respectives dans le plan complexe de 2,3z + 2,iz + 2.
(a) Montrer que, si z = —1 — i, alors le triangle OBC' est rectangle en O.

(b) Déterminer et représenter 'ensemble des complexes z tels que OBC est rectangle en O.
z—2

z+14

(a) Informatique : On décide de modéliser un complexe z = a + b par la liste Lz = [a, b].

On considere la fonction f définie sur C\ {—i} par : f(z) =

a. Ecrire une fonction somme d’arguments deux listes L1, Ly représentant des complexes z1, 23,
et renvoyant la liste L représentant le complexe z; + z5.

b. Méme question pour une fonction produit.

c. Méme question pour une fonction inverse.

d. En déduire une définition informatique de la fonction f.
(b) Déterminer le lieu des points M d’affixe z tels que : |f(z)| = 1.
(¢) Déterminer le lieu des points M d’affixe z tels que : f(z) € R.
(d) Déterminer le lieu des points M d’affixe z tels que : f(z) € iR.

On pourra nommer A le point d’affize 2, et B le point d’affize —i.

Le but de cet exercice est de déterminer les complexes z # 0 tels que

1
z—l—‘:?.
z

(a) Soit y € R. On définit le polynome P(X) = X2 +2(y? — 1)X +y* — 6y + 1.
Déterminer la forme factorisée de P(X).

(b) On pose z=x +iy (z,y € R).

Montrer que

1
z+’=2<:>P(x2):O.
z

(¢) Représenter géométriquement I’ensemble des points M dont Paffixe z vérifie

1
z+‘2.
z

(a) On rappelle que les commandes :
>>> plt.plot([a,c], [b,d])
>>> plt.show()
permettent de représenter le segment [M N] défini par les points M(a,b) et N(c,d).
plt désigne le module pyplot importé de la bibliotheque matplotlib.



Ecrire une fonction d’argument L, = [, y] représentant un complexe z = x + iy € C*, et
tragant les segments [MN] et [MP] ou les points M, N, P sont respectivement d’affixes :

2,22, =.
z

W=

(b) Déterminer le lieu des points M(z) d’affixe z € C* tels que les points M (z), N(z?), P(2
alignés.

) sont

Fresnel :
1. Résoudre dans R 1'équation : v/3 cos(2z) + sin(2z) + v/3 = 0.
2. Résoudre dans R I’équation : v/2sin(3 — x) + v/2cos(x — 3) =
3. Résoudre dans R 'inéquation : cos(2t) — v/3 sin(2t) — 1 > 0.
Linéarisations (ou formules d’Euler) :
1. Déterminer une primitive de : ¢ — (cost)*
Linéariser I'expression : A(z) = (sinx)*.
Linéariser I'expression : B(x) = cos®(2x) sin(z).
) =

Linéariser 'expression : C'(z n*(3z) cos .

oUW

Linéariser 'expression : D(z) = cos?(3z) sin®(2x).

6. Soit n € N. Montrer que z, = (1 +4v/3)™ + (1 — iv/3)™ est un entier relatif.
Anti-linéarisations :

1. Résoudre dans R 1’équation : cos(3x) — cos(x) = 0.

2. Résoudre dans R I'équation : cos(4x) + 2 cos?(z) = 0.
3. Résoudre sur |—m, 7] 'équation : 4sin(5¢) + 5sint = 0.

4. Exprimer cos(5z) en fonction de puissances de cos(x). En déduire la valeur de cos (1%)

Angle moitié :
1. Soit a € [0, 2n[. Déterminer la forme exponentielle de z = 1 + ¢
1—14
1+ cos(a) +isin(a)’

2. Soit « €] — , 7[. Déterminer la forme exponentielle de z =

3. Soient a,b deux complexes de module 1 tels que a # b.
bZ—a—10
Montrer que : Vz € C, eraz—ba € iR.
a —
Autres :

1. Montrer que pour tout complexe z, on a : | Re(z)| 4+ |Im(2)| < v/2|z|. Dans quel cas a-t-on égalité ?
Interprétation géométrique ?
2. (a) Soit z € C* un nombre complexe non nul. On note r son module, et § un argument de z.

5

On suppose que z° = —1. Ecrire des relations portant sur r et 6 traduisant cette hypothese.

En déduire les solutions dans C de I’équation : 2° = —1.
(b) Soit P € R[X] le polynome : P = X0 — 31X5 — 32.
Factoriser entierement le polynéme P dans R[X], puis dans C[X].

3 2w 4 1
(¢) En déduire que : cos (%) +cos( 3 ) +2 Ob( 5 ) +2c05( 57T> =5

2im

3. On pose j =e€73

. Montrer que, pour tous complexes a,b non nuls, on a :

1 1 1
A a—l—b a=} ou a=)

4. Informatique : En langage Python, on décide de représenter un complexe non nul z sous la forme
d’une liste [r, thetal, ol r est le module du complexe z, et # en est un argument.

(a) Ecrire une fonction produit prenant pour arguments deux listes représentant des complexes
z1 et zo, et renvoyant une liste représentant le complexe z; X zs.



(b) Ecrire une fonction quotient prenant pour arguments deux listes représentant des complexes

. p 21
z1 et za, et renvoyant une liste représentant le complexe —.
22

(¢) Ecrire une fonction puissance prenant pour argument une liste représentant un complexe z
et un entier n, et renvoyant une liste représentant le complexe 2™.
(d) On définit par récurrence une suite complexe (z,) par :

Zn41
20,21 € C*, VYn €N, z,40 = &

(2n)?
Définir une fonction d’arguments n € N, et Zy, Z; deux listes représentant les complexes zg, 21,
et renvoyant une liste Z,, représentant le complexe z,.

5. Soient a,b,c,d quatre entiers naturels. On pose n = a? + b? et p = c® + d>.
Montrer qu'’il existe des entiers ¢ et r tels que : np = ¢% + 2.
On pourra poser : z1 = a+ib et zo0 = c+ id.

Application : on pose n = 12 + 62 = 37 et p = 32 4+ 52 = 34. On donne np = 37 x 34 = 1258.
Déterminer des entiers ¢ et r tels que : ¢% + 2 = 1258.

Informatique : En langage Python, écrire une fonction d’argument n € N* renvoyant la liste
(éventuellement vide) de tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que : a? + b? = n.

9
6. On pose u = exp <m>7etS=u+u2+u4.

7
6
(a) Calculer u7, puis montrer que Z ub = 0.
k=0
(b) Exprimer S en fonction de u.
(c) Montrer que S + S = —1, puis que S x S = 2.
(d) Représenter sur un schéma les points M}, d’affixe u* pour k € [0, 6].
(e) Préciser le signe de Im(S).
(f) Déterminer S.
(&)

Montrer que : cos Q—F + cos 4l + cos 8£ — _1
ane 7 7 7)) 72
. (2m . (4r . (8T VT

et que : sin <7> —+ sin <7> =+ sin <7) = 7



