Plan du chapitre 8 Suites réelles BCPST 1B, 2024/2025

I Généralités
1. Un peu de vocabulaire
2. Suites majorées, minorées, bornées
3. Monotonie
4

. Suites extraites

II Convergence
1. Définition (— Anneze)

2. Théoremes de convergence (— Annezxe)

3. Opérations sur les limites (— Anneze)

III Limites et inégalités
1. Signe d’une suite de limite non nulle

2. Passage a la limite dans les inégalités (— Anneze)

3. Théoreme d’encadrement et de comparaison (— Annexe)

IV Cas des suites monotones
1. Propriété de la borne supérieure dans R

2. Théoreme de convergence monotone (— Anneze)

3. Suites adjacentes (— Annezxe)

V Comparaison des suites réelles
1. Relation de négligeabilité (— Anneze)

2. Suites équivalentes (— Annezxe)



Annexes

2.1 Suite convergente : La suite réelle (u,),en converge vers le réel £ si et seulement si :

Ve >0, dngeN, Vn>=ng, |u,—F<e

2.2a Divergence vers o0 : La suite réelle (u,),en diverge vers +oo si et seulement si :

VAeR, dngeN, Vn>ng, u,=A4

2.2b Divergence vers —oo : La suite réelle (u,)nen diverge vers —oo si et seulement si :

VAeR, dngeN, Vn>ng, u,<A4

2.4a Unicité de la limite : Si (u,) est une suite réelle convergente, alors sa limite est unique.

2.4b Convergence et suites extraites :  limwu, =¢ < limuy, =¢ et limug,11 =74

2.4c : Toute suite convergente est bornée.

2.5 Opérations sur les limites : * Somme
lim u,, i 4 Y4 400 | —00 | +0
lim v, 4 +00 | —00 | 400 | —00 | —o0
lim(u, +v,) | £+ | 400 | —00 | 400 | —00 | FI

* Produit
lim u,, £ | £>0|£4<0 0 £>01]2<0 0 400 | —00 | +00
lim v, ¢ | 400 | 400 | 40 | —00 | —00 | —00 | 400 | —00 | —00
lim(u, X v,) | €0/ | +00 | —o0 FI —00 | +00 FI. | 400 | 400 | —0
x Inverse
limu, | £#£0] 0 | OF 0™ | +o0 | —©
1 1
lim — - FI | +00 | —00 0 0
Up, 14

3.2 Passage a la limite :

Soient (uy,) et (v,) deux suites convergentes telles que : Ing € N, Vn = ng, up < v, OU Uy < Uy
Alors, on a : limu, < limwv,

3.3 Théoréme d’encadrement :  Soient (u, ), (v,) et (w,) trois suites réelles telles que :

e les suites (uy) et (wy,) convergent vers la méme limite £ € R
.HTL()EN, Vn)no, ungvngwn

Alors, la suite (v,,) converge, et sa limite est /.

3.4 Suite bornée et suite convergente vers 0 :

Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles telles que (u,,) est bornée et (v,) converge vers 0.
Alors, la suite (u, X v,) converge vers 0.

3.5 Théoreme de comparaison :  Soient (u,,) et (v, ) deux suites telles que : Ing € N, Vn > ng, u, < vy,.

e Si la suite (uy,) diverge vers 400, alors la suite (v,,) diverge vers +oo.

e Si la suite (vy,) diverge vers —oo, alors la suite (u,) diverge vers —oo.

4.2 Théoreme de convergence monotone :

e Toute suite réelle (u,,) croissante et majorée converge et limu,, = sup {u,, n € N}.
e Toute suite réelle (u,) croissante et non majorée diverge vers +oo.
e Toute suite réelle (u,) décroissante et minorée converge et lim u,, = inf {u,, n € N}.

e Toute suite réelle (u,,) décroissante et non minorée diverge vers —oo.



4.3a Définition des suites adjacentes : Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si et seulement si
I'une est croissante, 'autre est décroissante, et leur différence converge vers 0.

4.3b Théoreme des suites adjacentes :

Si (up) et (v,) sont des suites adjacentes, alors elles convergent et ont méme limite £ € R.
De plus, on a (en appelant (u,) la suite croissante) : Vn € N, up < u, < £ < v, < g

5.1 Relation de négligeabilité : (u,) est négligeable devant (v,) si et seulement si : lim Un _y.

Un Un

Up,
On note alors : u, = o(vy,).
5.2 Opérations sur les quantités négligeables :
Soient (), (vn), (wn) et (z,) des suites réelles. Soient A € R* et o € RY.
o Siu, = o(vy), alors u, = o(Av,).
e Siwu, =o(v,) et v, = o(wy,), alors u,, = o(wy,).
e Siu, =o(vy,), alors u, w, = o(v, wy,).
e Siu, =o0(v,) et w, = o(x,), alors u, w, = o(v, T,).
e Siu, =o0(vy,), alors (u,)* = o((v,)®), des lors que ces quantités sont bien définies.
e Siu, =o(v,), alors - =0 ( L )
(

e Siu, =o(wy,) et v, = o(wy,), alors u, + v, = o(wy).

5.3 Croissances comparées :  On note ici << le fait d’étre < négligeable devant .
Soient o, 3> 0 et a > 1 trois réels. Alorson a: (Inn)* << nf << a" << n! << "

5.4 Suites équivalentes :  Soient (uy,) et (v,) des suites réelles.

u
La suite (uy,) est équivalente A la suite (v,) si et seulement si : lim — = 1.
Un
On note alors : u, ~ v,.

5.5 Opérations sur les suites équivalentes : « € R

o Uy, =0(vy) = Up+ vy~ Uy o Uy, ~ vy = (Up)® ~ (vn)®
°

Up ~ Vp = Up ~ Up ‘(UnNUn /\wnNz7l):>unwannxn
o U, ~ VU, = AUy ~ QU

Un Un

o (Up ~Up A Uy ~wy) = Uy ~ Wy °(“ann/\w"an):>w ~ o

n n

5.6 Nature des suites équivalentes : Deux suites équivalentes sont de méme nature.

Si 'une converge vers ¢, alors 'autre aussi. Si 'une diverge vers 400, alors 'autre aussi...

5.7a Equivalents usuels en 0 :  Soit (un) une suite réelle convergente vers 0. Alors on a :
e sinu, ~ U, o In(1+uy) ~ uy
e tanu, ~ un, o c'n —1 ~uy,
(un)2
® cosUy, — 1~ — 5 o (1+wu,)*—1~au, (VaeR)
5.7b Autre équivalent usuel :  Une suite polynomiale est équivalente a son monéme dominant.

Si P(z) = ap + a1 + - - - + apaP avec a, # 0, alors P(n) ~ a,n?



