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TD 06. Nombres complexes : corrigé
Exercice 1 : Formes algébriques de nombres complexes
_ : 2 1

L2y =9-Ti 5. 25 = = + =1 7.27=—§—|—71

2. 2y = 48+ 14i 5 5 o

3. z3=05 ' 6 7§+i‘ 827§+£‘

4. z4 = —119 — 1204 S A= gt gt e T T

Exercice 2 : Formes trigonométriques (expone

ntielles) de nombres complexes

1. z1=20 ou 2z = 20e° 4. 24 =32~ T 7. 27 =22e F
2. 29 = Tet™ 5. z5 = 2e S
3. 23 = 76% 6. 26 = 2\/66% 8. 28 = 5e~ 7110'"

c’est-a-dire :

1. 23 = 20(cos0 + isin0)
2. z9 =T(cosm + isin)

3. 22 =7 (cos (Z) +isin (Z))
b s i) eisn ()

e

6. 2 =26 (cos (3) +Zsm(§))

7. 2= 22 (cos (1) + sin (1))
8. 28=5 (cOS (‘?5) +isin (_?(;>>

Exercice 3 : z; = €S, 2o =3¢ '3, z3= V2e~ R

. Z1 1 _ 2ixw 1 \/g . _ 2iw 9 9\/3 .
2129725 = 3v/2e'™ = —3/2. e SIS Ay § )2 = Qe—HE — 7 i
(1m0 | 27 3/2 o2 ova| | 2 2

Exercice 4 : Forme algébrique a ’aide d’une forme trigonométriques

o77r

21 = (V3+i) = (26"%)5 = 2% donc‘

2 = —16v/3 + 16i. |
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(V3 i)

1
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Exercice 5 : Propriétés de j = e7s

:(§—i§)15

donc | z9g = —

7
5

i 15 i 2
= (e‘T> =e4 donc|z3 = +i%.

V2
2

, racine cubique de 'unité

1—j3
32+ j + 1 est une somme géométrique de raison j # 1, donc j2 +j+1 = %, 24+j+1=0.
—J

G- -1) =7~ —j+1=2-7—j O, j2+j=—1donc|(j— 1)(* 1) =3.|

(1+4)° = (~7) = —3° = —(7%) = ~12 soit : [ (1 + j)° = -1.
(1 —3)3 =—353+4352 - 35+ 1 en développant. Donc (1 — j)® = 3(52% — j).
Mais j2 = e~ 5" = 7. Donc j2 — j = j — j = —2iIm(j) = —iv/3. Donc | (1 — j)® = —3iV/3.
Exercice 6 : Méthode de ’arc médian
a ab o , , a —b
1. On vérifie en développant que : Va,b € R, i3t (el T e 2b) =|ei 4 e = "3 x 2cos <a>
ot e (eiagb - e_iaT_b) =|ei — e = i3 x 2isin (a — b)

Meéthode : on utilise cette technique pour
Tim

2. A—es —|—el4 —e24

(¢ +e5) =20 (£)
e e = 4ZCOS | —
24

additionner deux complexes de méme module.
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e 24

_im
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Tim
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.. ™
) = 2¢sin (ﬁ)e




puis : i es, donc: B =
C=1+e& =l +e% =
mais cos <12>

C = —2cos <zg) i g
D=1-—¢"" =¢" — ¢’
car —i = e_i;, donc : D

T

2sin (y5) ¢

sin 12

(eﬁ—i—e’%)—hzos m
12

< 0 donc on n’a pas encore obtenu la forme exponentielle.

e12 et finalement
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= 2sin (87T> e~

ST\ s
: C = 2cos (12> e
) = —2¢sin <37T> e
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m LT m .. 1 \[ V3 V2
3.A—cos(g)—i—z&n(g)—i—cos(Z)—|—zsm(1)—5 7 (2 2)

2 6
donc |A? = ((1+\f) +(V3+v2)?) = (3+2\f+5+2\/)_2+[;\f
De méme, on trouve :

*B—1+i<\/§1> et |Bl=v2-3
2 2
*C—l—g—% et |Cl=v2-3
2 2
x D= % % et |D|=vV2+V2
2
4. Vu les questions précédentes, |A| —2008(2721) = \/24—%
7r 1 V2++6
donc : cos(ﬂ)—§ 2+T
2 (T T\ S A | V246 4-v2-6
cos (24)+51n (24)—1d0nc sin (24) =1 1 (2—1— 5 = 3

enfin, sin (24) > 0 donc :
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Exercice 7 : Obtenir de nouvelles valeurs de cos ou sin

6+ iv2
1. 2z = % a pour module : |21| = /% +2 =2
V6/2 V3
cosf = = — T
et pour argument 6 tel que : V2 2 donc 0 = s Ainsi, | 21
sinf >0
On obtient de méme : ‘22 =14i= \/ie%. Par quotient : | z3 = 2 _
21
1 1
2. On calcule sous forme algébrique : z3 = 2 Z2| X‘Zl = 1(1—&—2)(\/6—2\@) =
21 21
On obtient : Re(z3) = | cos (12) (\f—i— V2) | et Im(z3) = |sin (12)

=1/2e%.

| =

(VB + V2 +i(vG— V3)

LB - va)

T

Enfin, —
12

ﬁ + = 5 donc

s
12
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)——sin(ﬂ
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etsm7 = COs
) evsin (33 = eos

s
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Exercice 8 : Identité du parallélogramme.

lu+v]? +|u—v|* =

= 2uu + 2vv
= 2|ul? + 2Jv|?

en développant

Rappel : V2 € C, |2]2 =2 x Z.
(u+v)(u+v)+ (u—2v)(u—w)
=(u+v)(uW+o)+

Interprétation géométrique ?

(u —v)(w — 1) vu les propriétés du conjugué



Exercice 9 : Inverse d’un complexe de module 1.
1

SoitzEC*.Alors:|z|:1<:>|z|2:1(:)z><2:1<:>;:§
Exercice 10 : Soient z,z’ € C de module 1 tels que 1+ zz' # 0.
On pose Z = 12_:_;;/. On calcule Z — Z :

Z—-7= 2+ Z+7 par propriétés du conjugué

1422 1+z7
(241 +z27) - (1+22)(Z+7)
B (1+22)(1427)
242 +227 + 2727 -z -7 — 22/Z7 — 227
- (1+22)(1+z7)
Et puisque |z| = |2/| =1,ona:2z2= 2] =1et 2’2 = |2

| =1 donc il reste :

A ’
Z -7 = he Tz +z—z—izi—z “f_0. ‘Z:ZdoncZest un réel.
(1+22)(1+7z7)
Exercice 11 : Formule de Fresnel
cosz + sinz est de la forme acos(6) 4 bsin(f) avec a = b = 1.
Onpose z=a+ib=14+1i= \/ie%7 et on calcule Z x €% :
(1 —4)(cos(8) +isin(f)) = cos(#) + sin(9) + i(

donc cos(6) + sin(f) = Re (z x ¢'?) = Re (\/iel"(.é‘%)) =V2cos (6 — ). On a donc :

2 3
cosx—&—sinx—l—le@\/ﬁcos(m—g) =—1<:>COS(.T—Z) :—\2[:005<7T)

4 4
™ 3w 3m

Conclusion : I’ensemble solution de I’équation est | S = {71' + 2km, —g + 2km, k € Z}.

Exercice 12 : Linéarisations

eix + efia:

2

1. 3o =
cos® x ( 1

i 1 3
) =3 (€3 + 3e'™ + 3e7I 4 ¢7%iT) = 1 cos(3x) + - cosw

el _ p—iw 3 1 ) . ] ] 1
Sin3 xr = () = =3 (e?”m — 3 4+ 37 — 6_311;) = 78 (22 sm(3x) — 67 SlIl((E))
1 —0O?

Qo

1 3
Sr= —1 sin(3z) + — sin(x).

donc |Vx € R, sin 1

4

T ,—iT 1 ) . i . 1

2. sinz = <6 ‘ ) = s (¢4 — 4e¥T 6 — 7 4 ¢~Hr) = - (2cos(4) — 8cos(22) +6)
7

1 1
donc |Vz € R, sin*z = A cos(4x) — 3 cos(2x) + g

% = 325

1
=35 (2 sin(5x) — 10 sin(3z) + 20i sin(x))

5
W _ T 1 . . . . . .
3. sin®z = (e € ) (65” — 5e3® 4 10e™® — 10e™"* + He 31 — 6_5”)

1
donc |Vz € R, sin® 2 = 6 sin(bx) — % sin(3x) + gsin(x).

eiw _ efim 2 ei;v + efix 3
4. sin®zcosPr = ———— X | ———
21 2

— _i (62@'1' -2+ e—2ix) <e3ix + Seix + Se—ix + 6—371:8)

32
1, : : : ' '
_ 7372 (6511 + eB’LCD — e _ Qe—im + 673113 + 67511’)
1
=3 (2 cos(5x) + 2 cos(3x) — 4 cos(x))

1 1 1
32 = —— cos(5x) — — cos(3z) + = cos(x).

donc | Vz € R, sin® z cos 16 16 g




el e~ 621.2') e—2zgc
5. cosPzsin(2r) = —— ) x|———
cos® z sin(2x) ( 5 ) ( 5

— %62 (63iz + 362'93 4 3671'2 + 6731':6) (e2ix o 6721'@)

1 . . ) ) ) )
— Tﬁl <e5zm + 36311 4 2et® _ Qe _ 36—3111 _ 6—511)

1
=16 (2isin(52) 4 6isin(3x) + 4isin(x))

4
i _ ,—iT 2ix __ ,—2ix Jix __ ,—3ix
6. sin(z)sin(2x) sin(3z) = (e 2‘6 ) (e 2.6 ) (e 2‘6 )
i i i

— % (€3iz _ eim _ efix + 6731'1) <€3ix . 6731':1:)
1

; 1 1
donc |Vz € R, cos® zsin(2z) = 3 sin(5x) + %sin(?;x) + —sin(x).

Qo

— < (eﬁm' _ e4zw _ 6217; + e—QzI + 6—411' _ e—ﬁw;)
—01?

= % (2isin(6x) — 2i sin(4x) — 2 sin(2x))

1 1 1
donc | Vz € R, sin(z) sin(2z) sin(3z) = ~1 sin(6x) + 1 sin(4x) + 1 sin(2x).

Exercice 13 : Anti-linéarisations

1. cos(4z) = Re (¢**) = Re ((¢™)*) = Re ((cosz + isinz)*)  (formule de Moivre)
=cos*z + 6 cos? z(isinz)? + (isinx)?  (bindome de Newton)

donc : cos(4x) = cos*(x) — 6 cos?(x) sin?(x) + sin*(x)

On remplace enfin sin?(x) par 1 — cos?(x) :

cos(4z) = cos?(z) — 6 cos?(x)(1 — cos®(z)) + (1 — cos?(z))?

‘VJ? € R, cos(4x) = 8cos*(z) — 8cos?(z) + 1. ‘

2. sin(5z) = Im (€%*) = Im ((¢'”)®) = Im ((cosz + isinz)®)  (formule de Moivre)
= 5cost zsina — 10cos? xsin® z +sin® x  (binéme de Newton)
On remplace cos?(x) par 1 — sin?(x) :
sin(5z) = 5(1 — sin®(z))?sin(z) — 10(1 — sin*(x)) sin®(z) + sin® =

Vr € R, sin(5x) = 16sin®(x) — 20sin®(x) + 5sin(x).

3. sin(6z) = Im (e5%) = Im ((¢*)®) = Im ((cosz + isinz)%)  (formule de Moivre)
= 6cos® xsina — 20 cos® xsin® x + 6cossin® 2 (binéme de Newton)
On factorise par 2sin(z) cos(x), et on note : ¢ = cos(x), s = sin(z) :
sin(6x) = 2sc(3¢t — 10c?s% + 3s*) = 25(3c¢* — 10c(1 — ¢2) + 3(1 — ¢2)?)
= 2sc(16¢* — 16¢2 + 3)
soit : ‘Vx € R, sin(6x) = 2sin(z) cos(x)(16 cos*(x) — 16 cos?(x) + 3). ‘

Exercice 14 : Equations du second degré
P(z) =0 < 22 — 42 + 6 = 0. Le discriminant vaut : A = -8 < 0
—b—iv—A 4—1iV8
donc P possede deux racines complexes conjuguées : z; = 22 = 22\[ =2—1iV2
a
et 79 =77 = 2+ V2.

‘ P possede deux racines conjuguées dans C : 2 — iv/2 et 2 + iy/2. ‘




Q(r) =0« x* 4+ 22 + 1 = 0. C’est une équation bicarrée.
On pose t = 22 : 'équation devient t? 4+ ¢ 4+ 1 = 0, de discriminant A = —3 < 0
—1+iV3

et to =1;.
5 2 =1t

donc de solutions complexes conjuguées t; =
On a donc: Q(z) =0 < 22 =t; ou 22 =t,.
Il s’agit donc de déterminer une racine carrée complexe. On utilise la forme exponentielle :
247 . . i - .
t; =e"3 (c’est le complexe j de l'exercice 5) et to = e =7 =42

ix : ix 2=1 =1
On résout alors : 22 = ¢35 & (rei?)? = 5" & " ) ="
20 = = + 2km 0= 7% +km

s

. i r=1
et de méme : 22 = e~ %5 (:){

0=—% +knm
Ainsi, | Q posséde quatre racines dans C : e%ﬂ,e’ 5" , e’%,ezéf
Exercice 15 : Systéemes somme-produit
x =1=S5
(S1) est un systéme somme-produit : ty
xy=2=P

donc x, y sont les solutions réelles ou complexes de I'équation : X2 —SX +P =0, soit: X?—X+2=0.
1+4V7

On calcule A = —7 < 0 donc on a deux solutions complexes conjuguées : z1 9 = >

Conclusion : ‘ (S1) a pour solutions les couples (21, 22) et (22, 21). ‘

Remarque 1 : c’est-a-dire x = 21 et y = 29, ou = 25 et y = z7.
Remarque 2 : on arrive rapidement a ’équation du second degré ci-dessus en procédant par substitution.

r+y=—-1=5

xy=1=P

donc z, y sont les solutions réelles ou complexes de I'équation : X2 —SX +P =0, soit: X?+X+1=0.
On a déja résolu cette équation, de solutions j et j.

(S2) est un systéeme somme-produit : {

Conclusion : | (S) a pour solutions les couples (j,7) et (4, 7).




