BCPST 1B, Lycée Chateaubriand Samedi 23 novembre 2023

Corrigé du DS n°3

Exercice 1 : Calcul de la somme S, = Y. (-1)F ¥?
k=1

1. S;=(-1)"12 donc , So =-1+4 donc et S3=-1+4-9 donc .

2. Traitement informatique
def SOMME(n)
s =0
for k in range(1l,n+1)
s =8 + (-1)*xxk * k**2
return s

3. (a) On explicite la relation (1) lorsque n=1,2 et 3 :
Si=(-1)'P(1) e -1=—(ax1>+bx1l+c) = a+b+c=1 et de méme :
Sy =3=(-1)%(4a+2b+c) = 4a+2b+c=3 et S3=-6=(-1)3(9a+3b+c) < 9a+3b+c=6.
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(b) Sous forme matricielle: (S) < | 4 2 1 |3 el B 0|2
9 3 1 6 L3«<L3z-L; 8 2 0 5

1
ey 3 0 |2 Le systeme est échelonné et de rang 3 : il est de Cramer
3« L3~ 2 O

R . . , 1
et possede une unique solution qu’on trouve par remontée : Ly = a = 3

1
puisLQ:.'b:2—3a:§et Li=c=1-a-b=0.

11
En conclusion : | (S§) posseéde pour unique solution (7, 5,0)

2
et | 'unique polynoéme P possible est : P(n) = % + g

n 2
(c) Pour tout n € N*, on pose Q,, : = . (-1)*k* = (-1)" (712 + Z) >.
k=1

Initialisation au rang n = 1 : D’une part, S; = -1 et d’autre part, (-1)!P(1) = —(% + %) =-1.

La propriété Q; est vraie.
Hérédité a partir du rang n =1 : soit n > 1. On suppose Q,, vraie.
Alors Spy1 =S, + (1) (n+1)2 = (-1)"P(n) + (-1)""(n+1)? dapres Q,,

n? n n? 3n
Sps1 = (-1)"(P(n) - (n+1)?) = (-1)" (2 t5 - n?—2n - 1) =(-1)" (—2 -5 1)

+1)2 n+1 23
et d’autre part, (=1)""1P(n +1) = (-1)"*! ((712) LD 5 ) = (-1t (n2 + 7” +1
Ainsi 9,,,1 est vraie.
Conclusion : Q,, est initialisée au rang 1 et héréditaire a partir du rang 1.

D’apres le principe de récurrence, Vn > 1, Q,, est vraie.

.. = k12 L(n? n
Ainsi : [Vn > 1, z(—l) E=(-D)"—+=]
k=1 2 2

Exercice 2 : Valeurs de cos(%’r) et cos(%”)

4

4
1. Z wk est une somme géométrique de raison w # 1, donc : Z whk = 1 .
-w
k=0 k=0

1-w?

. ) 4
Mais w® = (62?) = e%™ = 1 d’apres la formule de Moivre. Ainsi, 1 -w® =0 et Z Wk = 0.
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2. (a) cos est 2m-périodique et paire, donc : cos (g) =cos (g - 277) = cos (?ﬂ-) = cos( ;) =p
8T 87 -2 2w
et cos| — | =cos{—-2m)=cos| — | =cos| — | =«
5 5 5 5
4 ) ) . )
(b) On considere la partie réelle de ) w® : Re (1 +e T et re’s 4 e&Tﬂ) =0

k=0
(27T) (47r) (67r) (87r)
1+cos|—)+cos|—)+cos|—)+cos|—
5 5 5 5

1
donc l+a+pB+B+a=0et a+5:_§_

0

1, . , o . ,
3. (a) z= 5 (ei@) 4 eilev)) = % (e +e7™) et d’apres la formule d’Euler : | z = ¢ cos(y).

1
(b) On considere la partie réelle de z : B (cos(x +y) + cos(x —y)) = cosx cosy.
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4. On utilise la formule précédente avec x = % et y= % :
1 2t Am 27 Am 1 67 27 1
aff == (cos(— + —) +cos(— - —)) =— (cos(—) +cos(——)) =—(f+a).
2 5 5 5 5 2 5 5 2

1 1
Or, a+f=-=, donc: =——.
r,a+pf 5 nc : | af 1
1
+8=-5(=8
5. « et B sont solutions du systéme somme-produit : {a g 1 (2 (P) )
=-1(=
Donc «a et 3 sont les solutions de 1’équation du second degré : 22 — Sz + P = 0.

1 1 1 1 5
On résout cette équation : =2 + §x i 0 de discriminant A = yia 4 x (_Z) =1 > 0.

-1+VA -1-vA

Les solutions réelles sont : z1 = — et 1o = 5
5-1 5+1
Ty = \/_4 >0 et zy= —\/_4 < 0. Puisque a >0 et § <0, on en déduit que :

5

cos(27r):\/g_1 COS(M):—ﬁ+1

et
4 5 4

n-1
Exercice 3 : Calcul de S, = >  (n- k)(—l)k(Z)
k=0

n

-1
1. k étant fixé, (—1)}“(2) ne dépend pas de p donc on a une somme de constantes:| (—1)’“(2) =(n- k)(—l)k(Z)
3

=
n-1n-1
2. Soit n > 2. Alors : S, = Z Z (—1)k(Z), a aide de la question précédente.
k=0 p=k
n-1 p n
C’est une somme-double triangulaire, on inverse les indices : | Vn > 2, S, = Z Z(—l)k(k)
p=0 k=0
. n-1 n-1 n
3. On applique la formule de Pascal : | Vk € [1,n - 1], (k: 1) + ( & ) = (k:)
. 9z el ;. ofM ofM— 1
4. Si p =0, alors 1’égalité est évidente car (-1) 0) = 1=(-1) 0 )
. ‘ P k(M ofM P k[m
Sipe[l,n-1], on sépare la somme : » (-1) ( ) =(-1) ( )+ > (-1) ( )
k=0 k 0/ iz k

puis on utilise la question précédente pour tout k € [1,p] :

20 () e B (G2) () e Eev (i) 2o )



et le terme correspondant a k = 0 dans la derniére somme vaut 1, donc on peut regrouper :
n d n-1 P n-1
() Ee ()

>
. Par glissement d’indices, Z( 1) (k: i) Z( 1)’”1( kl):—g(—l)k(ngl).

k=0

P 1
On obtient donc une somme télescopique : | (—l)k(Z) (- 1)p(n )

n-1 1
. D’apres les questions 2 et 5, S, Z( 1) (n )

et on reconnait une somme de Newton : ‘ Vn>2, S, =(-1+1)""1=0. ‘

Exercice 4 : Etude de la fonction piz—

1+ 22

. f est définie en z € C tel que 1 + 22 # 0.
2

Ona:1+22=0e22=-1e2z=iouz=—i, donc‘D:C\{i,—i}.‘

1 1
f(z):ﬁc»ﬁ:%©1+22:2\/§c>22—2\/§+1:0.
C’est une équation du second degré : A = (—/3)2-4x1x1=-1<0.
V3+i /B
et 20=721 = 5

Il y a 2 solutions complexes conjuguées : z1 =

Sous forme exponentielle : | f(z) = — =e% ou z=e %,
\/_

. Soient z,2" € D. On a : f(2) = f(7') < 1 +ZZQ = 1+Zz’2 < 2(1+27)=2'(1+2%)

22?2224+ 2-2 =02 -2)+(2-2)=0 (2 -2)(22'-1) =0

<2'-2=0 ou zz'-1=0. Conclusion:‘Vz,z'eD, f)=f()<z2' =2z ou zz'=1.

z z z -
. Soit z € D. Par propriétés du conjugué : f(z) = ( ) car 1 =1
1+22) (1+22) 1+()2

donc | VzeD, f(2) = f (3).

. Soit zeD. f(z) e R< f(2) = f(2) < f(Z) = f(z) d’apres la question précédente, donc
f(z)eR<2=% ou zz=1 d’apres la question 3. Mais 2% = |2|?
donc‘VzeD, f(z)eR<=zeR ou |z|:1.‘

i0 i0
. (a) f(e?) = . ¢ 5 = ( ew 7 et €7 + ¢ = 2cosf d’apres une formule d’Euler, donc
+e ef(e7t0 +e
10 1 T . .
Vo €] { 5 2} f( ) Yoosd’ Remarque : les valeurs £3 sont exclues car i,—i ¢ D.
oS
(b) Soit 4 €] 1~{-%.%
n 1 k
Z( fz)F = > ( ) est une somme géométrique de raison .
fr izo\2cosd cosf
n
Si =1, alors Z(f(z))k =n+1, donc diverge vers +oo.
2cosf far
n _ ( )n+1
Sinon, »° (f(2))F = % et on sait que (¢"*1),, converge si et seulement si |g| <1 ou g=1.
~ 2cosf

On résout : -1 <

< 1 pour étudier la convergence de cette suite.
2cosf



0<

2cos 6

et —1<
2 cos

Conclusion :

™ T

1
<1©20030>1©c0$9>§©06]—— [

33

1
<O<:>2cos€<—1<:>cos€<—§@96]—77,—

3

Sfefe

3

(Z (f(z))k) converge si et seulement si 6 € ]
k=0 n

2w

B




