Matrices



I Ensembles de matrices

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C. n, p, g et r sont quatre entiers naturels non nuls.



1 Geénéralités
DEFINITION

On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K toute famille
A=(a;;)i<i<n d’éléments de K, indexée par [1,n] x [1,p]. Leur ensemble est noté M,, ,(K).

1<7<p

Une matrice A €e M K) se note :
n,p( ) a’l,l a’1,2 a’].,p

a1 a22 -+ a2
A: .a .a ‘)p

Un,1 An,2 *°° Qnp




Les éléments (a; ;) sont appelés les coefficients de la matrice A.
La notation A; ; désigne, pour un certain couple (%,7) € [1,n] x [1,p], le coefficient a; ; de la matrice A,
a 'intersection de la ligne 7 et de la colonne j.



Cas particuliers :

e S5in =1, on parle de matrice-ligne : L = (al,l aio



2 Matrices carrées
DEFINITION

Sin = p, on parle de matrice carrée. On note leur ensemble M,,(K) au lieu de M,, ,(K).




Cas particuliers :
e Sin=pet:Vije
e Sin=pet:Vije
e Sin=pet:Vije

[1,n]
[1,n]

[1,n]

,1# 7= a; ; =0, on dit que la matrice est diagonale.
,2>J = a;; =0, on dit que la matrice est triangulaire supérieure.

,2<J = a;,; =0, on dit que la matrice est triangulaire inférieure.



I’ensemble des matrices diagonales de M,,(K) se note Diag, (K) ou D, (K).
La matrice identité est diagonale : I,, = Diag(1,1,...,1).



L’ensemble des matrices triangulaires supérieures se note 1’7 (K), celui des matrices triangulaires inférieures
se note T, (K).



II Opérations sur ’ensemble des matrices

1 Multiplication par un élément de K



DEFINITION
Soient A = (a; ;) € M, ,(K) et A €e K. On définit la matrice AA par :

AA = ()\az-,j)

En d’autres termes, multiplier par un scalaire A revient a multiplier chaque coefficient de A par .



2 Somme de deux matrices

DEFINITION
Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) deux matrices de M,, ,(K). On définit la matrice A+ B par :

A+ B = (ai,j + bi,j)

En d’autres termes, additionner deux matrices revient a additionner leurs coefficients de méme position
(méme ligne et méme colonne).



3 Combinaison linéaire de deux matrices
DEFINITION

Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) deux matrices de M,, ,(K). Soient A et p dans K.
Alors la matrice AA + uB est une combinaison linéaire de A et B.

ANA + ;LB = ()\ai,j + Mbi,j)




4 Premieres propriéteés

PROPRIETE
Le scalaire 1 est 1’élément-neutre de la multiplication par un scalaire :

VAe M, ,(K), 1LA=A

La matrice nulle 0, , est I’élément-neutre de ’addition matricielle :

VAe M, ,(K), A+0,,=0,,+A=A




La multiplication scalaire est associative :

Vs u) e K2, VAe M, ,(K), Au.A)=(Ap).A=u.A
La somme matricielle est associative et commutative :

V(A,B,C)e (M, ,(K))°, (A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C e A+B=B+A

La multiplication par le scalaire 0 donne la matrice nulle :
VAe M, ,(K), 0.A=0,,



5 Produit matriciel
DEFINITION

Soient A = (ai,j) € Mn,p(K) et B = (bi,j) € Mp,q(K).
On appelle produit de A par B la matrice AB € M,, ,(K) définie par AB = (¢; ;) avec :

p
Vie[l,n],Vje[l,q], cij=) airbk;
k=1




o Il existe des matrices non nulles de produit nul (voir ci-dessus).

On ne pourra donc pas écrire qu’un produit de matrices est nul si et seulement si I'une des matrices
est nulle.

Il reste néanmoins que :
e VAe M, ,(K), Ax0,,=0,, e VAeM, (K), 0,,xA=0,,.



6 Propriétés du produit matriciel
PROPRIETE

2. Distributivité a droite : VAe M,, ,(K),VB,C e M, ,(K,)

1. Associativité : VAe M,, ,(K),VBeM, ,(K),VC e M, .(K), | A(BC) =(AB)C

A(B+C)=AB+ AC




3. Distributivité a gauche : VA, B e M,, ,(K),VC ¢ M,, ,(K),

(A+ B)C=AC+BC

4. Associativité des deux produits : VAe M,, ,(K),VBe M, ,(K), V) e K,

MAB) = (\A)B = A(\B)

5. Elément neutre: VAe M, ,, | [,A=Al,=A




7 Puissance d’une matrice carreée
DEFINITION

Soient A = (a; ;) € M, (K) une matrice carrée, et soit p € N.
On définit la matrice AP par récurrence :

® AO:In;
e Vpe N, APt =APx A




PROPOSITION
1. VAe M,,(K),VAeK,VpeN, (AA)P=)IPAP

2. Soient A, B € M,,(K) telles que AB = BA (on dit alors que A et B commutent).
Soient p,q € N. Alors :

o AP x B1= B9 x AP (toute puissance de A commute avec toute puissance de B)

e (AB)P = APBP (une puissance se distribue sur un produit matriciel)

p
e (A+B)!=)" ) Ak gr-* (Formule du binéme de Newton)
k=0 \K




Attention : Si A et B ne commutent pas, on peut seulement écrire :
e (AB)* = ABAB
e (A+B)*=A%*+ AB + BA + B?



DEFINITION

Soit A = (a; ;) € M,(K). Lorsqu'il existe k € N tel que A* =0, on dit que la matrice est nilpotente.
Le plus petit entier p tel que AP = 0,, est appelé indice de nilpotence de A.




8 Matrices inversibles
DEFINITION

Soient A € M,,(K).
S’il existe une matrice B telle que AB = BA =1,,, alors on dit que A est inversible.
La matrice B est alors unique. On ’appelle inverse de A et on la note A1




PROPOSITION
1. I, est inversible, et est son propre inverse : I_! =1I,,.

2. Si A est inversible, alors A™! est inversible, et : (A71)™! = A.
3. Si A est inversible, alors pour tout entier naturel p, AP est inversible et : (AP)™! = (4A71)P.
4. Si A, B € M,,(K) sont inversibles, alors AB est inversible, et : (AB)™' =B 1A,




DEFINITION

On note GL,,(K) et on appelle groupe linéaire d’ordre n sur K I’ensemble des matrices
inversibles de M,,(K).




III Produit matriciel et systemes d’équations linéaires

1 Matrice associée a un systeme



a1,1T1 +Q12T2 + -+ Q1 pTp = by

L . a2,1$1+a2’2$2 ‘|‘°"+a/2, b =b2
On considere le systeme (S) o

Un,1T1 + Qn2T2 ++ + An pTp = by



1,1 41,2 = A1 p

: da2.1 g2 *** A9
et sa matrice: A= “ % 5P

Un,1 An,2 *** An.p



On pose X =



Alors le systeme (S) de n équations a p inconnues est équivalent & I’'unique équation matricielle : AX = B.




DEFINITION

Soit A € M, ,(K). On appelle rang de la matrice A, et on note rg(A), le rang de tout
systeme linéaire (S) équivalent & AX = B pour une certaine matrice-colonne B.




Cas des matrices carrées : Soit A € M, (K).

Alors rg(A) =n < A est inversible

Dans ce cas, I’unique solution de I’équation matricielle AX = B est donnée par :

On retiendra qu’a un systeme de Cramer correspond une matrice inversible.

X=A"'B




2 Inversion d’une matrice

Une matrice carrée A € M,,(K) est-elle inversible ? Et si oui, quelle est son inverse A™! ?



a Par résolution d’un systeme b
L1 1

e M, 1(K) et B = b:2

.,I/.n bn

Soit (S) le systeme associé a AX = B pour X = e My, 1(K).



L’étude du systéme (S) conduit & deux possibilités :
e ou bien rg(5) < n, et dans ce cas A n’est pas inversible,

e ou bien rg(S) = n, alors (S) est de Cramer et A est inversible. On trouve A™! en résolvant (S).



b En échelonnant une matrice

Si on peut former la matrice I,, par une suite de transformations élémentaires sur les lignes de la matrice
A, alors A est inversible et cette méme suite de transformations élémentaires appliquées a I,, forme la

matrice A~L.



¢ En trouvant une matrice B telle que AB ou BA est la matrice identité

PROPOSITION (provisoirement admise)
Soit A € M,,(K).
S’il existe B € M,,(K) telle que AB = I,, ou BA = I,,, alors A est inversible et A™! = B.




En pratique, il suffit de remarquer 1’existence d’une relation du type AB = I,, pour pouvoir conclure que
A e GL,(K) et pour connaitre A~!.



d Cas des matrices de taille 2 x 2

a b
c d

a b
c d

Soit A = ( ) e M5 (K). Soit det(A) = ad — bec = le déterminant de A.

1 _
Alors A est inversible si, et seulement si det(A) # 0, et dans ce cas : A~ = a -
det(A) \-¢c a




IV Les matrices diagonales et triangulaires

1 Matrices diagonales

On note ici D,,(K) ’ensemble des matrices diagonales de M, (K).



PROPOSITION
D,,(K) est stable par combinaison linéaire et par produit matriciel, i.e.

e VA BeD,(K),V\,ueK, M+ uBeD,(K)

e VA BeD,(K), ABe D,(K), et
Diag(aq,as, -, ay,) x Diag(by, bs, -+, b,) = Diag(a1b1, asbs, -, a,b,)

En particulier, les matrices diagonales commutent toutes entre elles.



® SOit OIS IN. AlOI‘S X (Dia,g(al, ag, .-, an))p — Diag(azf, 0112)7 " aﬁ)

e Diag(ay,as, +,a,) est inversible si, et seulement si : Vi e [1,n], a; #0

et dans ce cas : (Diag(a,l,a,z,m,a,,n))"1 = Diag(i, a1_2,..., i)



2 Matrices triangulaires

On note ici T, (K) I’ensemble des matrices triangulaires supérieures et T, (K) ’ensemble des matrices
triangulaires inférieures.

ajp * * % a;iy 0 - O
0O a * % * Qa _
M=, 2. |eTy(K) M=| * Lo €T (X)

0O - 0 Unn * ¥ % Ann



PROPOSITION
T (K) est stable par combinaison linéaire et par produit matriciel, i.e.

e VA BeT (K),V\ueK, MA+uBeT(K)




e VA BeT (K), ABeT!(K).
Il est possible de préciser la diagonale :

ajq1 * * % bi11 * * * a11011 * * *

0 agy * * XObzz** 0 aggboo * *

* *

: .. : . : .. .. *
0 - 0 apn 0 -« 0 bun 0 o 0 apnbnn



¢ Une matrice triangulaire A est inversible si, et seulement si, ses termes diagonaux sont
tous non nuls.

Dans ce cas, 'inverse A~ est aussi une matrice triangulaire, dont les termes diagonaux
sont les inverses des termes diagonaux de A.



COROLLAIRE

a11 * * * P afl k%
0 ago * * 0 ab, » =
VpeN*, | © F =
: e e % : e e %
0 - 0 an, 0 - 0 aP,




V Transposition

1 Définition
DEFINITION

Soit A = (ai,j)lsisn € Mn,p(K)

1<y<p
On appelle transposée de A et on note ‘A ou A’ la matrice *A = (a; ;) € Mpn(K) avec
V1 € [[]_,p]],Vj € I[].,’I’L]], a;,j = Qjq-




PROPRIETE
1. VAe M, ,(K), **A)=A.

. VA, BeM, ,(K),V\,ue K, “ANA+uB)=XNA+u'B.
. YVAe M, ,(K),YVBe M, ,(K) YAB)= 'B’A.

 VAeGL,(K), 'AeGLn(K)et (*A) = {(A™D).
. VAe M, ,(K), rg(*A) =rg(A)

L Qv DN



2 Matrices carrées symétriques ou antisymétriques
DEFINITION

Soit A €e M,,(K).
1. On dit que A est symétrique lorsque ‘A = A, i.e. Vi,j e [1,n], a;;=a;;
L’ensemble des matrices symétriques a coefficients dans K est noté S,,(K).

2. On dit que A est antisymétrique lorsque ‘A = -A, i.e. Vi,j€[1,n], a;;=-a;;
L’ensemble des matrices antisymétriques a coefficients dans K est noté A, (K).




PROPOSITION

| Les ensembles S,,(K) et A,,(K) sont stables par combinaison linéaire.



