TD 09 Suites récurrentes usuelles, correction

Exercice 1. Déterminer la somme de tous les multiples de 3 compris entre 5 et 107.

La somme demandée s’écrit : S = Z (3k).

5<3k<107

Or, 5 < 3k <107 <:> 3 S <k< ? et puisque k doit étre entier : 2 < k < 35.
35 35 1 35 % 36

Ainsi, § =) "(3k) =3 (Zk > ) < 1> donc | S = 1887.
k=2 k=1 k=1

Exercice 2. Soit (u,) une suite géométrique de raison 3 et de premier terme u; = 2.
1. Exprimer u,, en fonction de n.
2. Calculer uq + ug + -+ - + ur.
3. Soit (vn) la suite définie pour tout entier n > 1 par v, = ugy,.
Déterminer la nature de la suite (v,,). En déduire la valeur de la somme us + ug + - - - + u14.
1-37
1-3°

7 6
\vn>1, un:2x3"*1\donc3:22.3"*1:223”:2x S =37 —1=2186|

n=1 n=0

2
Yn>1, v, =ug, =2 x 32771 = 3 X 9. ‘La suite (vy,) est donc géométrique de raison 9. ‘

7

1-97 97 —1 3

T:E Up = U1 X =6 x soit : | T = =(97 —1).
— 1-9 8 4

Exercice 3. Donner la formule explicite des suites (un)nen définies de la maniére suivante :

1. Uy = 37 vn > 2, Up4+1 = Up — 1. 3. U = 2’ Vn > 17 Upt1 = gun
1
2.u=2, =0, Upy1 = 3Un- 4. ug=1, Yn=20, Upp1 = —Uu,+5.
n—1
)yn 22, un=5-n 3)Vn>1, u —2><(1>
1 n =z 1, Un —
2)Vn>0,un:2<3> s N3

Exercice 4. Soit (u,) la suite définie par :

1 1 1
== t vV N ntl = ——Up + =.
Uo 5 e neN, uUpqr 4u +3

1. Donner 'expression de u,, en fonction de n.

2. Calculer la somme des n premiers termes de (uy) en fonction de n.
1 4
1) (uy) est une suite arithmético-géométrique. On pose £ = —Zé + 3 On trouve alors ¢ = TR

1
On pose ensuite Vn € N, v,, = u,, — ¢. La suite (v,,) est géométrique de raison I

1\" 1
On a donc : Vn > 0, vnv0< 4) avec vg = ug — { = ——. Enfin, u,, = v, + ¢, donc :

15
1/ 1\" 4
> = —— —— —_—
vn >0, un 15< 4> 15

n—1
2) Soit S, = Z uy, la somme des n premiers termes de la suite (uy,).
k=0
n—1 k n—1 k n—1
1 1 4 1 1 4
On a alors : S, = Z (—15 (—4) + 15) et par linéarité : S,, = T Z (—4) + Z 5
k=0 k=0 k=0
1 1—(=H" 4an 4 1\" 4n
donc S, = —— x ———2 + — Final t: V20,8, =—=1-(—- —.
onc 5 X 1= (—i) + 5 nalemen n 75 ( ( 4) ) + 5




v
Exercice 5. Soit (v,) la suite définie par : vg =1 et Vn € N, v,41 = ~

14v,
1. Montrer que pour tout entier n, v, existe et v,, > 0.
1
2. Montrer que la suite (u,) définie par u,, = — est arithmétique.
Un
3. En déduire une expression de v,, en fonction de n.
1) On remarque que le seul probléeme d’existence serait qu’il existe un entier n tel que v, = —1, ce qui

interdirait de définir v, 1. Il suffit donc de montrer que v,, > 0 pour prouver I'existence de la suite (v,,).
Par récurrence : ® On pose pour n € N, P, : < v, >0 >.
e Initialisation au rang n = 0. vg = 1 > 0 donc Py est vraie.

e Hérédité a partir du rang n = 0. Soit n > 0, on suppose P,, vraie.
n

1+wv,
e On conclut d’apres le principe de récurrence : |Vn > 0, v, > 0. ‘

Alors v, > 0 et par regle des signes, v, 41 = > 0. Ainsi, P,y vraie.

1 1 1+w 1 v : " .
= Lo —="=1. ‘ (uy,) est arithmétique de raison 1.
Un+1 Un Un Un Un

2) Soitn 2 0.Ona: uyr1—u, =

1
3) Ainsi, up, =up+nx1l=14+netv, =— donc|¥n >0, v, = ——.

Exercice 6. Soit a > 0. Soient (uy,) et (vy,) les suites définies par :
up >0 et Vn>=1l, upp= aui et v, =1In(uy,).

1. Montrer que la suite (v,,) est bien définie et qu’elle est arithmético-géométrique.

2. Déterminer I'expression de (u,) en fonction de n, de a et de u;.
1) On montre par récurrence que u, > 0 pour tout n > 1. Ainsi la suite (v, ) est bien définie.
Soit n > 1. On a : vp41 = In(upy1) = In(au?) = In(a) + 21In(uy,).
Ainsi : Vn 2 1, vnpq1 = 20, + In(a). ‘La suite (v,,) est arithmético-géométrique. ‘

2) Point-fixe : £ = 2¢ + In(a), donc £ = —In(a).
On pose wy, = v, — £ = v, + In(a). La suite (w,) est géométrique de raison 2.

Donc Vn > 1, w, = w; X 2" 1 = (v1 +1In(a))2" ! = (In(u1) + In(a))2" ! = In(au; )27 L.
Par suite, v, = w, — In(a) = In(au;)2" ! — In(a). Enfin, u,, = exp(v,), donc
exp(In(aup)2"1)

1 n—
u, = exp (In(au)2" ! —In(a)) = oxp(na) ,80it : | Vn > 1, u, = a(au1)2 "
. s . o 4+ . (o
Exercice 7. On considere la fonction f définie par f(z) = g et la suite (u,) définie par :
z

u=3 et YneN, upr1 = f(un).

—_

. Montrer que ’équation f(z) = z admet exactement deux solutions ¢; et £ telles que 1 < £s.

[\

. Montrer que la suite (u,) est bien définie et strictement positive.

Uy — ¢
3. On pose v, = — 2 Montrer que (vy,) est géométrique.
4

n — t1
. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.
4+ 44z z(l+x)
=r & — =
1+ 1+ 1+
(E)sd4+r—2(1+2)=0& —2?+4=0r=20uz=—2. Onposedonc‘€1:—2et€2:2.‘

1) On résout I'équation (E) : f(x) = x, définie pour = # —1. (E) &

2) Pour n € N, on note P, : < u, > 0 ». Comme & l'exercice 5, cela implique que (u,,) est bien définie.
e Initialisation au rang n = 0 : ug = 3 donc Py est vraie.

e Hérédité a partir du rang n = 0 : soit n > 0. Supposons P,, vraie.

Alors 4 4+ u,, > 0 et 1+ u,, > 0 donc par quotient : u, 1 > 0. Ainsi, P, 11 est vraie.

e D’apres le principe de récurrence, P,, est vraie pour tout n > 0 : ‘Vn 20, up > 0. ‘

Up —

Uy + 2

3) On pose v, = . Alors v,, est bien définie car u,, + 2 # 0. Pour tout n > 0, on a :



Uni1 —2 1o =2 dqu, —2(14u,)  —up+2 1 un—2_ 1
Un = = = = = —= = ——Un.
+1 Upy1 + 2 %ZZJFZ 44wy +2(14+uy)  3Bup,+6 3 up+2 3

Donc | (v,,) est une suite géométrique de raison -3

4) Ainsi, ¥n > 0 « (=LY w—2_1
insi, Vn Up = V) —— ] avec vy = = .
) = Y, Un 0 3 0 uo + 2 5
On exprime alors w, en fonction de vy, : v, (uy +2) = u,, — 2 done uy (v, — 1) = =2 — 20,
14 v, 1+ —%)n

1
et il vient : u,, = 2 % .Ainsi:Vn}O,un—Qxligl
_ 5

1—v,

5 x 3% + (—1)"

On peut légerement simplifier : |Vn > 0, u, = 2 X m

Exercice 8. Soit £ 'ensemble de toutes les suites (u,,) vérifiant la relation de récurrence (R) :
VvneN, upyp=-—-u,+n+1.

1. Déterminer une suite arithmétique (a,,) vérifiant la relation (R).
2. Montrer qu’une suite (u,,) vérifie (R) si, et seulement si, la suite (v,,) définie par v,, = u, — a, est
géométrique de raison —1.

3. En déduire toutes les suites de £.

1) Une suite (a,) arithmétique est d’expression : Vn > 0, a,, = ag + nr. Pour qu’elle vérifie la relation
(R),

il faut et il suffit que : Vn € N, ag + (n+ 1)r = —(ap +nr) +n+1.

Soit : Vn € N, (2r — 1)n+2ag+7—1=0.

Ainsi pour n = 0, on obtient : 2ag +7r —1=0, et pour n =1, 0on a : 2ag +3r —2 = 0.

200+1r—1=0 1 1

et on trouve r = 3 et ag = —.

On résout le systeme
200+ 3r—2=0 4

1
1 et on vérifie que la suite (a,)nen vérifie la relation (R).

2) (up) vérifie (R) ©Vn 20, upy; = —tup+n+1<Vn >0, upi1—ant1 = (—up+n+1)—(—ap+n+1)
SVn 20, Upt1 — anp1 = —(Up — ap) & VN 20, vpp1 = —U, en posant v, = Uy — Gy,

Ainsi, ‘ (uy) vérifie (R) si et seulement si (u, — ay,) est géométrique de raison —1. ‘

On pose donc | a, =

+
W o=

3) On obtient donc 'ensemble des suites de (£) en ajoutant & la suite (a,,)

1
une suite géométrique de raison —1 quelconque : | (£) = {(4 + % + a(—l)”) , @ € R}
n>=0

Exercice 9. Donner la forme générale des suites (u,,) qui vérifient :
1. Vn € N, upao = 4(upt1 — Up)-
2. Vn € N, tupio = 2(Upt1 — Un).
3. Vn € N, duyi9 = uy,.
Déterminer dans tous les cas I'unique suite vérifiant de plus ug = u; = 1.
1) L’équation caractéristique associée est : 7% = 4(r — 1) équivalente & : 12 —4dr +4=0% (r —2)2=0
Ainsi, \ JA,BER, Vn €N, u, = (An + B)2". \

. o u = 1 B=1 A=-4
On trouve les constantes A, B grace aux termes initiaux : & &
up =1 2(A+B) = B=1

Conclusion : |Vn € N, u, = (73 + 1) 2",




2) L’équation caractéristique associée est : 72 = 2(r — 1) équivalente & : 72 — 2r +2 =0
A=(-22-4x1x2=-4<0.
—b—iv—A

On a deux solutions complexes conjuguées : z; = — 2 - l—detzo=21=1+1.
a

On cherche une forme exponentielle (facile ici) : zo = v/2€'%.

Ainsi, |3A, B € R, Vn € N, u,, = (v/2)" (A cos (%) + Bsin (%))

On trouve les constantes A, B grace aux termes initiaux :

vo=1 A=1 A=1 ‘on - n nm
{u1:1 ﬁ{ﬁ(\?AJr‘?B)l é{B:O Conclusion : |¥n € N, u, = (v/2) COS(T>.

1
3) L’équation caractéristique associée est : 472 = 1 de solutions réelles ii'

1\" n\"

Ainsi, |JA,Be R, Vne N, u,, = A (2> + B (_2> )
On trouve les constantes A, B grace aux termes initiaux : {uo & { A + B & {B 2 1
U= 272 °% =73

3/1\" 1 n\"
lusi : N, u,=-=|= —Z(=Z=) .
Conclusion : |Vn € N, u 5 <2) 3 ( 2)

Exercice 10. Soit (uy) la suite définie par :
up=1, wup=e et VYneN, wuy,ps= unﬂ(un)Q.

1. Montrer que : Vn € N, u, > 0.
2. Soit alors (vy,) la suite définie par v, = In(u,) pour tout entier n.
a. Quelle relation de récurrence la suite (vy,) vérifie-t-elle ?

b. En déduire une expression de v,, puis une expression de u,, en fonction de n.

1) Par récurrence double immédiate.

2a) vyy0 = In(Upyo) = In(upi1(un)?) = In(upi1) + 21In(u,) done ‘ Vn € N, vpto = vpy1 + 20,.

2b) L’équation caractéristique associée est : 72 =r +2 < r? —r — 2 = 0 de discriminant A =9 >0
et de solutions réelles —1 et 2. Ainsi, 34, B€ R, Vn € N, v,, = A(—1)" + B 2",

On trouve les constantes A, B grace aux termes initiaux :
vo=1In(1) =0 A+B=0 A=—
= = 1

up =In(e) =1 —A+2B=1 B=1

1 1 mn _ (—
Ainsi : Vn € N, vn:_g(_l)"+§2n:+

W=

n

—_
~—

2" — (=)™
Enfin, en écrivant u,, = e, on obtient : |Vn € N, u,, = exp (()>




