6 décembre 2024 BCPST 1B, 2024/2025

Corrigé du Devoir Maison n°4

Exercice 1 : Systéme linéaire.

pP-2 1 2-p| 2p+1

Soit p un parametre réel. Sous forme matricielle : (5,) = 2 1 P 1
2p 1 1 1
On repere un pivot égal & 1 en premiere ligne et deuxieme colonne : on échange les deux premieres
colonnes :
p2-2 2-p|op+1 P2 -2 2-p | 2p+1
(Sp) oZal 1 2 P 1 e I 24 -p? 2p-2 | -2p
1 2p 1 1 Ly«<L3-L1 0 -p“+2p+2 p-1 -2p

On repere ensuite deux coefficients proportionnels troisieme colonne, lignes 2 et 3 : on échange C5 et Cs,
puis Lo et Lg :

2-p p2-2 2p+1 2-p p2—2 2p+1
(Sp) = 0 p-1 -—p*+2p+2| -2p = 0 p-1 —p*+2p+2| -2p
T2ods 2 L3« L3-2L> 9
LyLy 0 2p-2 4-p -2p 0 0 p*—4p 2p

Il faut maintenant distinguer plusieurs cas :
xp-1=0 (p=1)

1 -1]3 1 -1 3
Ona:(S)e| 0 0 3|2 [ e [ 0 0 -2
0 0 3|2 )™= 0o 0o 0]o0

(S1) est de rang 2, compatible, avec une variable libre.

2
On résout par remontée : Ly < 3x=-2 <z = 3 (attention aux échanges de colonnes...)

puisL1©y+z—x:3©y:—z+§. 81:{(—§7—z+§,z),zeR}.

*p>—4p=0 (p=0oup=4)

1 2 -2 |1
1€ sous-cas : p=0. On a : (Sp) < 2 10
0 0 010
(Sp) est de rang 2, compatible, avec une variable libre.
On résout par remontée : Ly < —z + 2z = 0 < z = 2z (attention aux échanges de colonnes...)
puis 1 < y+2z-2x=1<y=-2z+1. ’SO ={(x,-2z +1,2z), xER}.‘
-2 14| 9
sous-cas : p=4.Ona: (Sy) =] 0 -6 | -8
0 0 0|8

(S4) est de rang 2, mais incompatible :

2éme

-p p2—2 2p+1
1

xp-1#0et p?—4p+0. Clestlecasgénéral: Vpe R {0,1,4}, (S,) =] O -p*+2p+2 | -2p
0 0 p? —4p 2p
Alors (Sp) est de rang 3, donc de Cramer. Il posséde une unique solution.
2 2
Lg@(p2—4p)z:2p<:>:c:27p:—
p*-4p p-4 o1 A
Ly (p-1)z+(-p?*+2p+2)z=-2p<= (p-1)z = L_L]:) <z = 1
_ p-
-3p-8
Lieoy+2-pz+(P*-2)z=2p+1y= P 1
-
2 3p+8 4
Conclusion : | Vpe R~ {0,1,4}, S:{( = P , )}
p-4" p-4 p-4
Exercice 2 : Etude d’une suite. up =1
s o P : 1
On considere la suite réelle (u,,) définie par Ve N, g =y, + 1+
(n+1uy,

1. VneN, u, existe, et u, 2n+1

Pour tout n € N, on note P, le prédicat : ”Le réel u,, est bien défini, et u, >n+1.”



e Py est vrai puisque ug = 1.

e Soit n € N, et supposons P,, vrai. Alors u, >n+1>0 donc u, # 0 et u,,1 est bien défini.
De plus, upi1 2 uy +12n+2 done P,,4q est vrai.

o P, est initialisé au rang n = 0 et héréditaire a partir du rang n = 0.

D’apres le principe de récurrence, P,, est vrai pour tout n > 0.

Vn € N, u,, est bien défini et u, >n+1 ‘

2. Comportement asymptotique de la suite (u,,)

Pour n € N, posons v, =n + 1. Alors la suite (v,,) diverge vers +oo et Vn € N, u, > v,.

Par comparaison a une suite divergente vers +oo : ‘La suite (u,) diverge vers +oo ‘

3. Monotonie de la suite (uy,)

1

SoitneN.Ona: up1 —up=1+———
(n+Duy,

>1>0 donc ’ (un) est strictement croissante ‘

4. Traitement informatique
def SUITE(n)

u, L =1, [1] # Initialisations.

for k in range(n) : # Sin =0, la boucle n’est pas effectuée.
u=u+1+1/ ((k+1)*u) # Calcul du terme suivant.
L.append(u) # On complete la liste.

return L

5. Equivalent de la suite (u,,)

n-1 1
a. Pour n € N*, on note Q,, le prédicat : Q,, : u, = ug +n + Z _
1 k=0 (k + 1)Uk
e u; =ug+1+— donc Q7 est vrai.
Ug
e Soit n > 1 et supposons Q,, vrai.
nl 1 1
Alors : Ups1 =Up+ 1+ ———— =ug+n+ —_ 1l —
KA (n+1u, ° 2 (k+1)ug (n+1)u,
n 1
Ups1 =Ug+ (N +1) + ———  donc est vrai.
n+1 0 ( ) ];J (k’+1)Uk Qn+1
e O, est initialisé au rang n = 1 et héréditaire a partir du rang n = 1.
n-1 1
D’apres le principe de récurrence : Vn > 1, Q, est vrai : |Vn 21, u, =ug+n+ — | (D)
= (k+ 1)uy,

11 | 1
b Vk>0, - - — = > .
Tk Tkl ke D) (k+1)?

c. On sait que : Vk >0, ug > k + 1 donc en remplagant dans la relation (1) dés que k> 1 :

n-1 1 n-1 1 1
Vn2l, up Supg+n+—+ ) ———= <n+2+ Z (f - ) : on reconnait une somme téléscopique.
uo fo (k+1) o \k kE+1
1 1
U, <n+2+1-— donc|Vn21, u,<n+3-—|
n n
d. |VneN, n+1<u, <n+3. ‘ Vrai pour n =0, et aussi pour tout n > 1 d’apres 1) et 5c¢).

3

1w, 3 1 . 1 3
ne <&<n+ 7doncl+7<ﬁ<1+7.0r, (1+7)et(1+7)convergentvers1.
n o n n n n

e. Vn2>1

) X
n n
N PR Unp, .
Donc d’apres le théoreme d’encadrement : (—) converge vers 1, soit : [u, ~ n]
n

6. Analyse de la qualité de ’équivalent

a. Méthode informatique
def ERREUR(n)
ER, L = [], SUITE(n) # Initialisations.
for k in range(n+1l) : # La liste L est de longueur n + 1.




ER.append (L [k]-k)
return ER

b. Monotonie de la suite (&,,) Soit n e N.

Alors : eps1 —€n = (Ups1—n—1) = (up —n) =Upy1 —up -1 =1

’ La suite (g,) est strictement croissante ‘

c. Convergence de la suite (e,,)
D’apres 5d), Vne N, n+1<u, <n+3donc: VneN, 1<¢e, <3.

La suite (&,) est croissante et majorée, donc ‘ (en) converge vers un réel £ ‘

Par passage a la limite dans I'inégalité précédente, on obtient : |1 < £ <3|

d. Un développement limité de u,,

lim &, = ¢ donc hIP (en —£) =0. Ainsi, &, — £ =0(1), ou encore : u, —n—£=0(1).

n—+oo

Par opérations sur la relation de négligeabilité : ’ Up =n+L+0(1) ‘




