BCPST 1B, Lycée Chateaubriand Samedi 14 décembre 2024

Corrigé du DS n°4

Exercice 1 : u, = nsin(-25)(1- 25)"
; 3 o (3 33
D’une part, —— — 0 donc par équivalent usuel : sin ~ ~—.
n+3 n+3 n+3 n

Par produit d’équivalents : n x Sin( 3) ~nx — =3, donc converge vers 3.

n+ n

2 n
D’autre part, (1 - m) = exp (nln(l - n-2+2 )
2 2
Puisque R — 0, et par équivalent usuel : In (1 - %) ~ = ~——
2 2 2

Par produit d’équivalents, nIn (1 - ) ~ M X (——) =-2 donc nln(l - ) — —2.

n+2 n n+2
Par composée de limites, exp (nln(l - ﬁ ) — 2.

Conclusion : par opérations sur les limites, | limu, = 3¢72.

‘Exercice 2 : Systeme linéaire

-1 -2 6| 2
1) Pour m = 1, on obtient sous forme matricielle : (S;) <—=| 3 -6 -9 | 3
-1 1 0 | -1

1] 2 6 |-2 1] 2 6 |-2

(5) — | 1 -2 -3|1 — 0 -4 -9 3
Ly<«<-Ljy Lo«Lo-L1y

L2F%L2 -1 1 0 -1 L3«<Lg+L1 0 3 6 -3

2 6 | -2 2 6 | -2
(S1) = 8 2|1 ], = |0 2

Loe 4 -9 3 0 0 -1

3
Le systeme (S7) possede 3 pivots : ’rg(Sl) =3 et (S51) est de Cramer. ‘

On résout par remontée : Ly = z=1, Lo=y=-1-2z=-3et L1 =>x=-2-2y—-6z=-2.

En conclusion : ‘ (S1) possede pour unique solution le triplet (-2,-3,1). ‘

2) Soit m un réel. Le systeme (S,,) a pour écriture matricielle :

-m -2 -6 2
(Sm) <= 3 -5-m -9 3 On peut changer L3 en —Lj3 et choisir 1 comme pivot :
-1 1 1-m | -1
0 -2-m m?>-m-6|m+2
(Sm) = 0 -2-m -6-3m 0 On peut maintenant soustraire Lo — L; :
3<—L3

-1 m-1 1

L2<Lo-3L3
Li<Lji+mLg

0 0 m?2+2m | m+2
0

(S) ~2-m  -6-3m | 0
factarhn -1 m-1 1
1" cas: =2-m =0 (ie : m=-2)
0 0 010
(S2)=—| O 0 0|0 (S-2) est de rang 1 et possede 2 équations auxiliaires vérifiées.
-1 =31

Tl est donc compatible, et posséde 2 variables libres : [ rg(S_2) =1 et S5 = {(y +32+1,y, 2), (y,2) € R2}.

2°m€ cas : —2-m#0 (ie:m#-2) Alors -2 —m est un pivot.
On résout I’équation m? + 2m = 0 pour savoir si ce coefficient est un pivot.
m?+2m=0<m(m+2)=0< m=0oum=-2. Mais on est dans le cas ott m # -2.

*  1°" sous-cas : m =0



0 0 0|2

(So)<=1] O -6 (0 (So) est de rang 2 et possede une équation auxiliaire non vérifiée.
-1 11

Il est donc incompatible : ‘rg(So) =2 et Sy =0 ‘

% 2%M€ sous-cas : m % 0
Alors m? + 2m # 0 donc c’est un pivot. (S,,) est donc de rang 3. Il est de Cramer puisqu’il est carré et
de rang maximal, et possede donc un unique triplet solution, qu’on trouve par remontée :

0 0 [mm+2)||m+2 0 0 1
Sm)=1| 0 [-2-m] -32+m) | 0 =0 3 10
-1 m-1 1) et -1 m-1|1

1 3 3
Liemz=loz=—, Lioyt+tdz=0cy=-—ceclyoz-y+(m-1)z=1<xr=-—+
m m m

VmeR~N{0,-2}, rg(Sm) =3 et S, = {(—z -3 l)}

m’ m’ m

Exercice 3

1. Fonction renvoyant u,,
def U(n, u0, ul, u2)

if n == 0 : return ul
if n == 1 : return ul
if n == 2 : return u2

return 5*U(n-1,u0,ul,u2) - 8*xU(n-2,ul0,ul,u2) + 4*xU(n-3,ul,ul,u2)
2. Fonction renvoyant la somme des premiers termes de la suite (u,)
def SOMME(n, u0, ul, u2)
s =0
for k in range(n+1)
s += U(k, u0, ul, u2)
return s
Remarque : ces deur réponses, simples a coder, sont particulierement gourmandes en calculs...

3. (a) Premiers termes de la suite (vy,).

vog=u1 —2ug=-5 et w; =us—2u; =-5. Ainsi : |vg =v1 = -5
(b) Relation de récurrence pour (v,).
Soit n € N.
Un+2 = 3Un41 + 20p = Uns3 = 2Upi2 = 3(Unsz = 2Uns1) + 2(Unsr — 2uy)
= Ups3 — DUpeo + SUps1 — 4Uy,
=0 car la suite (u,) vérifie la relation (R).

donc \ Vn €N, Upio — 30ns1 + 20, =0 \

(¢) La suite (v,) est constante.

* Premiere preuve, par récurrence.

Pour n € N, on note P, : v, = -5.

e Initialisation aux rangs n=0et n=1: cf 3a)

e Hérédité (double) & partir du rang O :

soit n > 0 et supposons P,, et P, .1 vraies.

Alors : vp42 =3(-5) —2(-5) = -5, donc P42 est vraie.

e Conclusion : P, est initialisée aux rangs 0 et 1, et doublement héréditaire & partir du rang
0. D’apres le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n>0:|Yn >0, v, = -5|

* Deuxiéme preuve, en résolvant la relation de récurrence.
L’équation caractéristique est : 72 —3r +2 =0, de racines 1 et 2.
Donc : 3(A,B) e R?, VneN, v, = Ax 1"+ B x 2",



10.

On sait que vy = v1 = =5 donc on trouve A = -5 et B =0 en résolvant un systéeme.
Meéme conclusion.
(d) Expression de (uy,).

VneN, v, = =5 =ups1 — 2uy, donc up41 = 2u, — 5 ¢ (uy,) est arithmético-géométrique.
Le point fixe vérifie : £ —2¢ = -5, donc ¢ = 5.

La suite (u, —5)y est donc géométrique de raison 2 :

VneN, u, -5 = (up—-5)2", d'ol:|V¥neN, un:5—2n\.

1+
Probléeme : u,.1 = Un
2+uy,
l+ug 1+1 2 1+2 5
u1:7= = -, U2= 2:—.
24+ug 2+1 3 2+% 8
def u(n)

if n==0 : return 1

a = u(n-1)

return (1+a)/(2+a)

2+x—-(1+x) 1

2+x)2 (2+x)2 >0

f est dérivable par opérations sur I = [0,1], et Yz eI, f'(z) =

Ainsi f est strictement croissante sur 1.
1 2
Elle y admet comme minimum f(0) = 3 et comme maximum f(1) = 3

1 2
D’apres les variations de f :|Vax eI, f(x) € [5, g] cl.

. Pour tout n € N, on note P,, : "u,, €1”.

* Initialisation pour n =0 : ug = 1 € I donc Py vraie.
+ Hérédité a partir de n =0 : soit n > 0. On suppose P,, vraie, donc u,, € I.
Alnsi, u, # -2 donc uy,4q existe, et un1 = f(uy,) done d’apres 4), upyq € I. Ppyp vraie.

* Conclusion : d’apres le principe de récurrence, Yn > 0, P,, vraie. | Vn e N, u, € I.

Pour tout n € N, on note Q,, : "Ups1 SuUp .

* Initialisation pour n =0 : ug=1 et uy = % donc ug < ug : Qg vraie.

* Hérédité a partir de n =0 : soit n > 0. On suppose Q,, vraie, donc U1 < Uy,.

f est croissante sur I, et up,tne1 € I, donc f(uns1) € f(uy), S0it : Uppo € Upyr. Alnsi, Q41 vraie.

* Conclusion : d’apres le principe de récurrence, Vn > 0, Q,, vraie. ‘ (uy) est décroissante.

(uy) est décroissante et minorée par 0. Ainsi ‘ (un) converge vers une limite . ‘

Puisque Yn e N, u, € I, on a 0 < u, <1 donc par passage a la limite :

1+u, 1+4
2+up, 2440

1+ 1+/
Yn __, ¢ donc par unicité de la limite : £ = ——.
+ Up, 2+/

-1-v5 -1+V5
out = .
2 2

Par opérations sur les limites :

Vn eN, Uy =

On résout cette équation (du second degré) : £ = 14

—1+\/5
—

Mais ¢ > 0, donc | (u,) converge vers £ =

def approximation(epsilon)
n,u = 0,1
while abs(u- ¢ ) >= epsilon :
u = (1+w)/(2+u)
n+=1

return n



11.

12.

13.

14.

15.

an

1+un_]‘+b _ by +an

- 2b,, + a,,

n

Soit n e N. Alors w41 =

- donc ‘ Apsl = Qp + by, et byy1 = ay + 20,

+u, 2+

bn
Soit n e N. Alors :
Gpt2 = 3an41 + ap = (Ans1 + bps1) = 3ans1 + ap = —2ap41 + (an +2b,) + ay,
= =2ap41 + 20y, + 2(ap+1 —an) = 0.
La suite (a,) est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
Son équation caractéristique est : 72 — 37 + 1 = 0, de discriminant A =5 >0,

+5 3-V5

3
et de racines réelles ¢ = — et Y = 5

Il existe des constantes A, B telles que, pour tout n € N, a, = Ap™ + By™.

ag =1 - A+B-=1 - 3A+3B=3 - A+B=1
ap =2 Ap+ Bip =2 (3+V5)A+(3-v5)B =2 A-B=--1

V5
A A=55
<~ <~
B

1&
_ 5+V5
B ="
En conclusion : | Vn e N, a,, =

= N=
%}

»—AS)—A
ot

E

+
2

5-v5 , 5+V5
o Yo Y

@ >1 donc p" — +o0, et -1 < <1 donc Y™ — 0.

Ainsi, SY™ = o(ap™) car a0 , et §9™ = o(yp™) car v # 0.

On a donc ap™ + ByY™ ~ ap™, et y™ + 6™ ~ yp™.

Par quotient : ap” + Byt 2

R R A

SoitneN.Ona:un:al— n - o™ + B o™ + B

n

5-V5 5+5
et 8= .
10 10

D’apres la question précédente, u,, ~

en posant : « =

(67 1

alp-1) -1

On simplifie LI 1 - 2 _ 2(v/5-1) _2(\/5_1)_\/5_1
1T T2 (VBeD(VE-D 4 2
VE-1 V5-1

5 donc | (u,) converge vers

=/.

~

Un

by - Un+1 — Ap - 04</7"+1 + B¢n+1 —ap" — By ) 04(90 - 1)‘)0” + /6(77D - 1)1;[}”



