Limites de fonctions réelles



I Limites



1 Cadre

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction réelle définie sur une partie D de R vérifiant :
VAeR, |A,+oo|NDs# 2

Cette condition permet d’envisager I’étude des valeurs de f(x) pour un réel x arbitrairement grand.



2 Limites finie en +o00

DEFINITION

Soit £ € R. On dit que f a pour limite £ en +o00 lorsque :
Ve >0,da e R,Vz € D¢, z>a=|f(x) L <c¢

On note : lim f(x)=¢ , limf =/ ouencore f(x) > 0

xr—r+00 —+ 00 xr—r+ 00
et on dira que f tend VErsS f, Oou CoOnverge vers f’ IOI'SQUG ' h tend vers -|-OO




3 Limites infinie en +00

DEFINITION

e On dit que f a pour limite +00 en 400 lorsque :

VM e R,Jac R,Vx € Dy, x> a= f(zr) > M

O te : i = 1] = >
n note : lim f(x) =+o0 |, Jgrgf +00 ou encore f(x) — o 1

et on dira que f tend vers +00, ou diverge vers +o00o, lorsque x tend vers +oo.

e On dit que f a pour limite —oo en +00 lorsque :

Vvm e R,dac R,Vz € Ds, 2> a= f(z) <m




De facon similaire, on a les définitions suivantes pour les fonctions f telle que :
VA € R, ]—OO,A[ﬂDf#@



DEFINITION

e Soit £ € R. On dit que f a pour limite £ en —oo lorsque :
Ve >0,da e R,Vx € Dy, z<a=|f(x) -4 <c¢

e On dit que f a pour limite +00 en —oo lorsque :

VM e R,Jac R,Vze Dy, z<a= fx) > M

e On dit que f a pour limite —oco en —oo lorsque :

Vm e R,dJac R,Vx € Dy, z<a= f(x) <m



4 Cas particuliers des suites réelles

Soit u = (un)neN une suite réelle.

Alors u est une fonction réelle dont ’ensemble de définition est : D,, = N.

Les définitions ci-dessus s’appliquent a u et on retrouve les définitions connues des limites finies ou infinies
des suites.



II Limites en un réel



1 Voisinage, point d’accumulation

Soit g € R. On pourra s’intéresser a la limite d’une fonction f en xy a la seule condition que ’on puisse
”s’approcher infiniment pres” de zp tout en restant dans I’ensemble de définition Dy.



DEFINITION

Soit D C R. Soit x¢g € R. On dit que zg est un point d’accumulation de D lorsque,
pour tout n > 0, I'intervalle |zqg — 1, o + 1| rencontre D en un point autre que xy.

S1 xo n’est pas un point d’accumulation de D¢, on ne pourra pas s’intéresser a la limite de f en xo.



DEFINITION

Soit D C R. Soit g € R.

On dit que zg est un point d’accumulation a droite de D lorsque Vn > 0, |xg,zo+n| N D # @.
On dit que x( est un point d’accumulation a gauche de D lorsque Vn > 0, |xq—n, x| N D # @.




< a droite > fait référence a la droite de xy lorsqu’on considére 1’axe des réels orienté de gauche a droite
dans le sens croissant.



DEFINITION

Soit o € R. On dit qu’une partie V de R est un voisinage de x s’il existe n > 0 tel que |xo—n, xo+n| C V.
Un voisinage de +o0 est une partie V de R telle qu’il existe A € R tel que |A,+oo| C V.
Un voisinage de —oo est une partie V de R telle qu’il existe A € R tel que | — 0o, A| C V.




2 Limites finie ou infine en z,
Soit o un point d’accumulation de Dy.



DEFINITION

e Soit £ € R. On dit que f a pour limite £ en xg lorsque :

Ve >0,da>0,Vz € Dy, |z —2xo| <a=|f(x) -4 <e

e On dit que f a pour limite +00 en xy lorsque :

VM € R,3a > 0,Vz € D¢, |z—z0|<a= f(z)>M

e On dit que f a pour limite —oo0 en xy lorsque :

Vm e R,da > 0,Vx € D¢, |z —x0| < a= f(z) <m




On note lim f(z) =4, oulim f =/ pour £ € R ou £ = +c0.

r—rI

Remarque : on pourra rencontrer la notation R pour désigner R U {—o0, +00}.

lz — 29| < a est équivalent & o —a <z < zp+ @, ouencorea €|y — a,xy+ f.



3 Limites a droite a gauche en z
DEFINITION

Soit o un point d’accumulation a droite de Dy, et soit £ € R.
On dit que f a pour limite £ en xg par valeurs supérieures, ou a droite, lorsque :

Ve > 0,da e R,Vz € Dy, zp<z<z0+a=|f(x) ¢ <e¢

On note : lim+ fle)=¢ , lim f(x)=4¢ |, liIPf =/{ ouencore f(x) > 0




DEFINITION

On dit que f a pour limite +00 en xg par valeurs supérieures, ou a droite, lorsque :

VM eR,dJa e R,V €Dy, o<z <z0+0= f(r)>M

On note : lim f(r)=+oco , lim f(z)=+oc0 , limf =+o0co ouencore f(x) >
T—T NG z T3]




DEFINITION

On dit que f a pour limite —oo en ¢ par valeurs supérieures, ou a droite, lorsque :

Vme R, Ja e R,V € Dy, zo <z <z0+0a= f(x)<m

On note : lim f(x)=—-o0c0 , lim f(x)=—-o0c0 , limf = —o0 ouencore f(x) > —00
Tz o> 00 xy T—Ty




On a des définitions similaires lorsque z( est un point d’accumulation a gauche de Dy :
DEFINITION

e Soit £ € R. On dit que f a pour limite ¢ en xg par valeurs inférieures, ou a gauche, lorsque :

Ve >0,da e RT,Vx € Dy, zo—a<z<z0=|f(r) ¢ <c¢

e On dit que f a pour limite +00 en xg par valeurs inférieures, ou a gauche, lorsque :

VM e R,Ja e R,Vz € Dy, 2o —a<z<z0= f(x) >M

e On dit que f a pour limite —oo en x¢ par valeurs inférieures, ou a gauche, lorsque :

Vvm e R,da e R} ,Vx € Dy, zp—a<z<z)= f(T) <m




Exemples de notations : lim f(z) =4, limf =+oo, lim f(z)=—oo etc
T—To o m<mg



III Propriétés des limites



1 Unicité de la limite
PROPRIETE UNICITE DES LIMITES

Les limites, limites a droite ou a gauche, si elles existent, sont uniques.




2 Lien entre la limite, limite a droite et limite a gauche

PROPRIETE
Soit ¢ un point d’accumulation & droite et a gauche de Dy, tel que z¢ ¢ Dy.

Soit £ € R ou £ = 00. Alors :
lim f(x) =4 < lim+ f(r) = lim f(z) =1/

T—T0 T—T, T—T o




3 Limite finie et fonction bornée

PROPRIETE
Soit f une fonction admettant une limite £ € R en x.

Alors f est bornée au voisinage de xq, i€ :

In > 0,IM e R,Vz € Dy, |x —zo| <n=|f(z)| <M




4 Opérations sur les limites

Dans tout le paragraphe, ry désigne un point d’accumulation commun aux ensembles de définition des
fonctions considérées, ou éventuellement 00. Les résultats d’opérations sont valables pour les limites en
xo, ainsi que pour les limites a droite ou a gauche en x.




a. Limite d’une somme f + g :

limite en o de f

feR | 400 | —00

VeR | {+0V | 400 | —0

limite en ¢ de g
+00 +o00 | 400 | FI

— 00 — 00 FI —00




b. Limite de A\f, A€ R :

limite en g de f

feR | +00 | —00

A=0 0 0 0

A> 0 A\ +00 | —00

A <0 A\ —00 | +00




c. Limite d’un produit f.g :

limite en o de f
0 | LeR* | o0

0 0 0 F

limite en xn de
O I er [0 | e | co®

é

(*) appliquer la régle des signes



1

d. Limite d’un inverse ? .
limiteenxgde f | 0 | £€ R* | 00
1 1




e. Composée de limites

THEOREME

Soient f : D — D" et g : D' — R deux fonctions composables.
On suppose qu’il existe zg, x1 et £ tels que lim f(x) =2, et lim g(z) = /.

T—T0 T—T1
Alors lim go f(z) = £.
T—>T0

Remarque : xg, 1 et £ peuvent indifféremment etre des réels, ou Fo0.



5 Extension des regles d’opérations

(zo € R ou ¢ = £00)



e Silim f = +o00 et si g est minorée au voisinage de xg, alors lim(f 4+ g) = 400

o qy
e Silim f = —o0 et si g est majorée au voisinage de g, alors lim(f + g) = —o¢
o Lo

e Silim f =0 et si g est bornée au voisinage de g, alors lim(fg) = 0
o Lo



Si lim f = 400 et si g est minorée par m > 0 au voisinage de xg, alors lim(fg) = +o0

o Lo
Silim f = —oo et si g est minorée par m > 0 au voisinage de xg, alors lim(fg) = —oo
o Lo
1
Silim f =0 et si f > 0 sur un voisinage de xy privé de x, alors lim ? = 400
o L0

1
Silim f =0 et si f < 0 sur un voisinage de xy privé de g, alors lim —

o Z0 f

— — OO



IV Limites usuelles

1 Fonctions usuelles :



lim e* =0

r—r— 00

Si n € N* est pair :

lim z" =
Tr—r—00

lim z" =
r—r+00

lim e* =400
€Tr— O

Iim Inz = —o0 Iim Inz = 400
rz—0T r—> 400

Si n € N est impair :

lim 2" =—00 et lim z" =4+
€r—r— 00 xr—r+00




Sia € RY : SiaecR* :

lIm z2=0 et lIm z% =400 lIlm 2% =400 et llm z%=0
z—0t T—>+00 z—0+ L —+00
' ' - T : (s
lim tanxz = —o0 lim tanz = 400 lim Arctanz = — lim Arctanr = ——
r——5 T r—+5 x—+00 ) T —r — OO )



Regles des fonctions polynomiales ou rationnelles (quotient de fonctions polynomiales) :
Les limites en 00 sont celles du monome dominant ou du quotient des monomes dominants.




2 Croissances compareées :

. efT In z)”
‘v’a>0,‘v’ﬂ>0, lim o OO VOZ>O,Vﬁ>O, lim (nfl?) = ()
T—+00 I r—+oo %
Vne N*,V8 >0, lim z"e’® =0 Vo> 0,Y8 >0, lim z%Inz|’ =0

T—r—00 r—0T



V Limites et relation d’ordre

Dans les propriétés suivantes, xy désigne un réel ou +oo, et £,¢' € R.



1 Passage a la limite dans une inégalité :



PROPRIETE Passage a la limite dans une inégalité

e Silimf=~Fetsi f>0ouf>0surun voisinage de zg, alors £ > 0.
Lo

e Sillmf=Fetlimg=2/¢,etsif <gouf < gsur un voisinage de zg, alors £ < ¢ .
o L0



2 Théoreme de comparaison :

PROPRIETE Théoréme de comparaison
o Si hmf +o0o et f < g, alors lim g = +00.
x(

e Silimg=—oc0et f <g, alors lim f = —o0.



3 Théoréme d’encadrement (des gendarmes) :

PROPRIETE Théoréme d’encadrement (des gendarmes)

Si lim f =limh = /2 et si f < g < h sur un voisinage de xg, alors lim g = /.
0 L0 L0




PROPRIETE
Silimf=/Zetsia>/{ (resp:a<¥),alors f < a sur un voisinage de z¢ (resp : f > a).
ey




V1 Fonctions monotones

PROPRIETE
e Soit f une fonction croissante et soit xy est un point d’accumulation a gauche de Dy.

Alors f admet en x¢ une limite a gauche £ € R ou +o0.
Si de plus xp € D¢, alors £ € R et £ < f(xp).




e Soit f une fonction croissante et soit ¢ est un point d’accumulation a droite de Dy.
Alors f admet en zy une limite a droite £ € R ou —o0.
Si de plus zg € Dy, alors £ € R et £ > f(z).

On a des résultats similaires pour les fonctions décroissantes.



Cas particuliers :
e Si f est croissante et D n’est pas majoré, alors f admet une limite en +o00, réelle ou égale a +4-o0.



® Si f . la, b|— R est croiésante, alors :

*) si f est minorée, alors lim f € R ;

aT

si f est non minorée, alors lim f = —o0;
at
si f est majorée, alors lim f € R ;
b_
si f est non majorée, alors lim f = +oo0.
b_

*

*

sk

(
(%)
(%)
(%)



VII Comparaison de fonctions

1 Relation de négligeabilité ou prépondérance



DEFINITION

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de z¢o € R ou 00, g ne s’annulant pas.
On dit que f est négligeable devant g en x4, ou que g est prépondérante sur f, et on note

f(x) = o(g(x)) ou f = o(g) lorsque lim fgz)) = 0.

o 0 r—rXIQ g




2 Fonctions équivalentes
DEFINITION

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de g € R ou 00, g ne s’annulant pas.

On dit que f est équivalente a g en x(, et on note f(x) ~ g(z)ou f ~ glorsque lim g((g = 1.
r—rIo o Zo




3 propriétés

PROPRIETE
o€ R, A e R", a>0

o f=olg)= f=o(Ag)



o f=o(g)etg=o(h)= f=o(h)
¢ f=o0(g)=> fxh=o(gxh)
o fxzo(g)eth=o(k)=>f><hx=o(g><k)

0



PROPRIETE
ro,x1 €ER, o, \,u € R

* f=olg) = (ft9)~yg ¢ f~g = f*~g°




o f~g =af~ag ~geth~k= >~ =
o o .févog 0 h zo k

o f~getg~h=f~h o f~getlmp=1z9g= fop~goop.
o o o 0 1 X1

Atu#0=f+g~A+uh
A+u=0¢f+g:ow)

esi f ~ Ahet g~ ph,alors
To To

esi f~getlimf=/¢cR,alorslimg =/
o o Lo



4 Equivalents usuels en 0

:172

x BKquivalents usuelsen 0: sinx ~ x; tanx ~ = ; cosz—1 ~ ,
x—0 x—0 x—0 2

In(l4+2z) ~xz; €e—-1 ~z e VaeR, (1+z)*—-1 ~ a.

x—0 x—0 x—0




5 Fonctions polynomiales ou rationnelles en 300

e En +o00, une fonction polynomiale (resp. rationnelle) est équivalente a son terme de plus haut degré
(resp. au quotient de ses termes de plus haut degré).

e En 0, une fonction polynomiale (resp. rationnelle) est équivalente a son terme de plus bas degré
(resp. au quotient de ses termes de plus bas degré).



