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Annexes

K désigne R ou C. n,p,q,r sont des entiers naturels non nuls.

1.4 Ensembles de matrices :

M., »(K) est Pensemble des matrices & n lignes, p colonnes, & coefficients dans K.

M, (K) est ensemble des matrices carrées a n lignes, a coefficients dans K.

D, (K) est U'ensemble des matrices diagonales & n lignes, & coefficients dans K.

T.F(K) est 'ensemble des matrices triangulaires supérieures & n lignes, & coefficients dans K.
T,

2.4 Propriétés de I’addition matricielle, et du produit externe : A, B,C € M,, ,(K) et \,p € K

(K) est ensemble des matrices triangulaires inférieures & n lignes, & coeflicients dans K.

1. 1 est I'élément-neutre du produit externe : 1.A = A
2. 0, est 'élément-neutre de 'addition matricielle : A+ 0,, =0,, + A=A
3. La multiplication scalaire est associative : A.(u.A) = (Ap).A = Au.A
4. La somme matricielle est associative et commutative :
*x(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C
x A+ B=B+ A

5. La multiplication par le scalaire 0 donne la matrice nulle : 0.4 = 0,

2.6 Propriétés du produit matriciel : A, B, C sont des matrices de tailles convenables, et A € K.

Le produit matriciel n’est pas commutatif : en général, AB # BA.

I ne respecte pas la regle du produit de facteurs nul : AB =0, # A = 0,4 ou B = 0y,p.
Les matrices nulles sont absorbantes : A x 0,4 =054 et 0gpn X A=0qy .

Associativité : A(BC) = (AB)C = ABC.

Distributivité & droite : A(B+ C) = AB + AC.

Distributivité & gauche : (A + B)C = AC + BC.

Associativité : \.(AB) = (\.A)B = A(\.B) = \.AB

Elément neutre : [, A = Al, = A.
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2.7 Propriétés des puissances : A, B désignent des matrices carrées de méme taille, et A € K.
1. Distributivité sur le produit externe : (A.A)P = A\P.AP
2. Si AB = BA (on dit alors que A et B commutent), alors :

o AP x B1 = B7 x AP (toute puissance de A commute avec toute puissance de B)
e (AB)P = APBP (distributivité sur le produit matriciel)
P
e (A+B)Y = Z <Z> Ak pr=F (Formule du binéme de Newton)
k=0

2.8a Définition d’une matrice inversible :
A € M, (K) est inversible si et seulement si : 3B € M, (K), AB = BA = I,.

Dans ce cas, B est unique. On 'appelle inverse de la matrice A, et on la note : A~L.

2.8b Propriétés de l'inverse :

1. I, est inversible, et est son propre inverse : (I,)~! = I,,.

2. Si A est inversible, alors A~! est inversible, et : (A71)7! = A.

3. Si A est inversible, alors pour tout entier naturel p, AP est inversible et : (AP)~1 = (A71)P.
4. Si A, B € M,,(K) sont inversibles, alors AB est inversible, et : (AB)~! = B~1A71L.

3.2a Rang d’une matrice :

Le rang d’une matrice est le rang de tout systeme linéaire associé a cette matrice.



3.2a Matrice inversible :

Une matrice carrée de taille n est inversible si et seulement si son rang vaut r = n.
Dans ce cas, 'unique solution de I’équation matricielle AX = B est : X = A~ B.
Un systeme de Cramer correspond a une matrice inversible.

3.4 Inversion d’une matrice 2 x 2 :

Le déterminant de la matrice M = ( CCL Z ) est : det(M) = ad — bc.

M est inversible si et seulement si det(M) # 0.

1 _
Dans ce cas, U'inverse de M est : M~! = d b .
det(M) \ —¢ a

4.1 Matrices diagonales :

* L’ensemble D,,(K) est stable par combinaisons linéaires :
VA,B e D, (K), VA, p € K, M+ uB € D, (K).
* L’ensemble D, (K) est stable par produit matriciel :
Diag(ay,...,a,) x Diag(by,...,b,) = Diag(aiby,...,anby)

* Les matrices diagonales commutent toutes entre elles.
x Vp € N, Diag(ay,...,a,)? = Diag(af,...,ab)
x Diag(as,...,a,) est inversible si et seulement si : Vi € [1,n],a; # 0,
1 1
et dans ce cas : Diag(ay,...,a,) ! = Diag (, ce )
ay Qnp

4.2 Matrices triangulaires :

x L’ensemble T, (K) est stable par combinaisons linéaires :
VA,Be T} (K), Y\, ue K, M+ uB € T} (K).

* L’ensemble T, (K) est stable par produit matriciel :
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* L est inversible si et seulement si : Vi € [1,n],a; # 0,
. Lol %
0 - 0 an
-1 1
ayp *x ok x o FOF
0 aszx * x 0 L % x
az2
et dans ce cas : A = .
0 -+ 0 ann 0o --- 0 -1

Ann

* Mémes résultats pour 7T, (K).

5.2 Propriétés de la transposition : A, B sont des matrices de tailles convenables, et A\, u € K.

« HtA) = A + 1g(*A) = rg(A4)
x "AA+uB)=X'A+pu'B * si A inversible, alors A est inversible et :
« "(AB) = 'B'A (t4) = (AT



