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I Vecteurs du plan et de 'espace

1 Deéfinitions



DEFINITION

Dans le plan P ou dans I’espace &, un vecteur w est un élément géométrique défini par la donnée de :

e une direction, ® Un sens, e une longueur.




— . , — ’ — , o, o
La longueur d’un vecteur u est aussi appelée la norme de u, et notée ||u||. C’est un réel positif.

Un vecteur est unitaire lorsque sa norme vaut 1.
—)
Le vecteur-nul 0 est le seul vecteur de norme 0. Il ne possede ni direction, ni sens.



Soient A, B deux points du plan ou de I’espace.
e Si A+ B, alors AB est le vecteur dont la direction est celle de la droite (AB), dont le sens est celui

de A vers B, et dont la norme est la distance AB : HZB) |=AB

Le vecteur AB caractérise la translation dans laquelle B est I'image de A.

e Si A=DB, alors AB = 0.



2 Produit externe, addition vectorielle



DEFINITION

Soient % et ¥ deux vecteurs du plan ou de ’espace, soit A € R.

e Produit externe

Si %0, alors le vecteur AU est le vecteur de méme direction que %, de méme
sens que u si A > 0 et de sens opposé si A <0, et de norme : [|Au || = |\|.|[ %]

SiA=0, alors \u = 0.

e Addition vectorielle

La somme u + v est définie par la relation de Chasles.



Relation de Chasles : N N
Soient A, B, C trois points tels que © = AB, v - BC. Alors ©+ 7 =AB+BC = AC.



DEFINITION

On appelle combinaison linéaire de ¥ et v tout vecteur de la forme \u + uv,
ou A et u sont des réels.




3 Vecteurs colinéaires
DEFINITION

Soient © et v deux vecteurs du plan ou de ’espace.
On dit que @ et ¥ sont colinéaires lorsqu’il existe un réel A tel que ¥ = A7 ou v = \u.




Deux vecteurs sont colinéaires lorsque 'un est le vecteur-nul, ou lorsqu’ils ont la méme direction.
. / . . / .y 7 o —

A\ est parfois appelé le coefficient de colinéarité entre u et v.

Le vecteur-nul est colinéaire a tout vecteur.




4 Bases du plan ou de ’espace



THEOREME Caractérisation d’une base du plan.

., > =
Soient 7, 7 deux vecteurs du plan.
—> —>

Alors (7, 7) forme une base du plan si et seulement si 7 et j ne sont pas colinéaires, si et

, - = - —
seulement si Va,be R, a7 +bj7 = 0 < a=0=0. Dans ce cas, pour tout vecteur v du plan,

il existe un unique couple de réels (z,y) tel que | © = zi + y? .

(z,v) sont les coordonnées de © dans la base B = (_z), 7) On note « (z) ou u(z,y).




THEOREME Caractérisation d’une base de ’espace.
— - —

Soient ¢, 7, k trois vecteurs de 1’espace.
— —> —> : — —
Alors (7,7, k) forme une base de 'espace si et seulement si ¢ et j ne sont pas colinéaires
—> —>
et k n’est colinéaire a aucune combinaison linéaire non nulle de 7 et 7, si et seulement si

— — —_ - —>
Va,b,ce R, a1 +bj +ck = 0 < a=b=c=0. Dans ce cas, pour tout vecteur u de ’espace,

é
il existe un unique triplet de réels (z,v,2) tel que | ¥ = x i + y? +zk |

X
,?) Onnote u |y | ou U (z,v, 2).
2

— —>
(z,vy,2) sont les coordonnées de ¥ danslabase B= (1, j

)




Les coordonnées sont appelées abscisse, ordonnée et cote (ou hauteur).

1 0 0

- = - . — — —
A noter : dans la base B=(1%, j, k), on atoujours 72 |0}, 7 |1]et £]0].

0 0 1



5 Reperes du plan ou de ’espace



DEFINITION

Soit O un point du plan ou de 'espace. Soit B = ( z'>, j>) ou ( z'), j), k>) une base du plan ou de I’espace.
Alors R = (O, —7}>, 7) ou R = (0, z'), j>, k>) est un repere du plan ou de ’espace.

Tout point M du plan ou de ’espace est repéré par ses coordonnées (z,y) ou (z,y,z) égales aux
coordonnées du vecteur OM dans la base B.

On parle de base ou repere orthonormé(e) lorsque les vecteurs de base sont unitaires et qu’ils forment
deux-a-deux un angle droit.




6 Coordonnées et opérations

Tous les résultats énoncés ici sont valables dans le plan, si l’on omet la troisiéme coordonnée (la cote).



PROPRIETE

X
Soient 4 | vy
Z

.9
Alors : u +




PROPRIETE

I A B
Soient A| ya | et B| yp | deux points de ’espace.
< A < B

. -, [¥B-2a
Alors le vecteur AB a pour coordonnées AB| yg —vya

B — <A




7 Deéterminant de deux vecteurs du plan



DEFINITION

Soient % (z,y) et ¥ (z',y") deux vecteurs du plan.
/
T X

TR =zy - x'y

On appelle déterminant de % et v le réel det(w, v ) =




PROPRIETE Critére de colinéarité dans le plan

o o . s e . . _ —>
| u et U sont colinéaires si, et seulement si, det(u, v ) = 0.



PROPRIETE Critére de colinéarité dans 1’espace
Deux vecteurs u (z,y,z) et v (2,y’,2") de I’espace sont colinéaires si, et seulement si :

zy' —x'y =0 ,
Z Z
r x'

x x
Yy

/
yz' —y'z=0 OU Encore : — Z g, - -0

zx' —2'x =0

On dira que les déterminants extraits de rang 2 sont tous nuls.



II1 Produit scalaire

1 Deéfinition



DEFINITION

Soient % et v deux Vecteurs du plan ou de I’espace.

Le produit scalaire de % et U est le réel noté © e v défini par :
—> —>

u e v = ||| x ||v]| x cos(w



S — . . , , —> —>

(u, v') est 'angle orienté formé par les vecteurs non nuls u et v.
. 19 — —

Si ’'un des vecteurs est nul, on pose: v e v =0




2 Caractérisation de 'orthogonalité

DEFINITION

Deux vecteurs sont dits orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul.

—  — — —>
ulv < uev =0

Le vecteur-nul est orthogonal a tout vecteur.




3 Propriété du produit scalaire

PROPRIETE
Soient u, v, w trois vecteurs du plan ou de I’espace. Soient \, i des réels. Alors :
— — — (12
ueu=|ulcR;
é
veu=0<e7u=0
vUev=veu Le produit-scalaire est symétrique.
AU +pv)ew=XNUew)+u(vew) Le produit-scalaire est bilinéaire.
— — — —  — — —
we(Au +uv)=Aweu)+u(wev)



4 Produit-scalaire en base orthonormeée



Soient U (z,y,2) et ¥ (z',y’,z") dans une base orthonormée B.

— — , —
Alors | W e W =xz’ +yy + 22’ | En conséquence, ||| = /22 +y2 + 22

Soient A(Z4,Ya,2a) €t B(xp, Yp, 2p) deux points de I’espace rapporté a un repere orthonormé.
Alors la distance AB est : AB = \/(azb ~2a)2+ (Y —Ya)? + (2 — 24)?




III Droites et cercles du plan
1 Représentation paramétrique d’une droite dans le plan



Soit D une droite du plan P.
DEFINITION

Tout vecteur % de méme direction que D est appelé vecteur-directeur de D.




Soient A(z4,y4) un point de D et u (a,b) un vecteur-directeur de D. Soit M (z,y) un point du plan.
T—TA=Aa

Alors M € D < AM et w sont colinéaires <> 3\ € R, AM = AU < INeR, { b
Yy—Ya=

.. |lx=x2a+ Aa . ) , . , ,
Ainsi, { N A € R est un systeme d’équations parameétriques représentant la droite D.
Yy=ya+

A chaque valeur du parametre A\ correspond un point de D, a chaque point de D correspond un réel .



2 Equation cartésienne d’une droite
Soit D une droite du plan P.



DEFINITION

Tout vecteur 7 de direction perpendiculaire & D est appelé vecteur-normal & D.




Dans un repére orthonormé du plan, soient A(z4,y4) € D et 7 (a,b) un vecteur-normal & D.

Soit M (z,y) un point du plan.
AlorsMeDémiﬁ,
<> AMe 1 =0,

< (z-za)a+(y-ya)b=0,
< ar+by-(axa+bya)=0.

Ainsi, toute droite du plan admet une équation cartésienne de la forme :

ar+by+c=0,0oua,b,ceR|




PROPRIETE
Etant donnée une équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 d’une droite D du plan,

. \ \ \ ’
e le vecteur 7 (a,b) est un vecteur-normal & D, dés que le repere est orthonormé,

e le vecteur u (=b,a) est un vecteur-directeur de D, quel que soit le repeére.



DEFINITION

Soit D : ax + by + ¢ = 0 une droite du plan.

Sib=0, alors D est verticale.

Sinon, y = —%:1: — % est ’équation-réduite de la droite D.

a
Dans ce cas, —— est le coefficient-directeur (ou pente) de la droite D.

b




PROPRIETE
Soient D, et Dy deux droites non verticales, de coefficient-directeurs respectifs mi et mo. Alors :

e D, et Dy sont paralleles si et seulement si m; = mao,

e dans un repere orthonormé, D, et D5y sont perpendiculaires si et seulement si mq1xmq = —1.



3 Distance d’un point a une droite

Soit M un point extérieur a une droite D. Soit H le projeté orthogonal de M sur D.
Alors la distance entre le point M et la droite D est : d(M,D) = HM.



4 Cercles dans un plan
Dans tout ce paragraphe, le plan est rapporté a un repere orthonormeé.



Cercle donné par son centre et son rayon

Soit C le cercle de centre 2(wy,ws) et de rayon R € R. Soit M (z,y) un point du plan.
Alors M eC < QM =R < QM? = R? < Hf_l_]\—/._;Hz =R’ |(z-w)?+ (y—wp)? = R?
On trouve ici I’équation cartésienne du cercle C.




Cercle donné par un diametre

Soient A(z4,ya) et B(xp,yp) deux points distincts du plan. Soit C le cercle de diametre [ AB].
Alors M(z,y) eC< MA 1 MB < MAeMB=0< (x-za)(z-2B)+(y-ya)(y—-yn) =0



1V Plans de 'espace

1 Généralités



DEFINITION

Par trois points non alignés A, B, C de ’espace, il passe un unique plan P, noté (ABC).
Si D est une droite du plan P, et si u dirige D, alors on dit aussi que u dirige P, ou que
U est un vecteur de P.

Cependant, pour connaitre l'inclinaison d’un plan, il faut connaitre deux directions
différentes de ce plan, soit deux vecteurs non colinéaires du plan.




Soit A(x4,¥q,2,) un point de ’espace £.
Soient u (o, B3,7) et v (a’,B’,7") deux vecteurs non colinéaires de 1’espace.
Soit P le plan passant par A et dirigé par (o, v).

—> —>

—>
Alors M(x,y,z) € P < AM est une combinaison linéaire des vecteurs u et v,

o3I\ p) eR2, AM =\T +u7T
T — Ty = A+ ua'

And y_ya:A/B+“:B, 70ﬁ(>‘7“)6R2'
Z—2Zg= Xy +uy'




T =Ty + Ao+ po’
Tout plan admet donc un systéme d’équations paramétriques du type : {y = yo + A8+ 3" ,(\, 1) € R?.
Z2=2q+ Ay +uy

A chaque couple (A, ) correspond un point du plan, a chaque point du plan correspond un couple (A, ).



3 Equation cartésienne d’un plan

On se place ict dans un repere orthonormé de [’espace.



. \ . \ « s e
Un vecteur n est normal a un plan P s’il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de P.



Un plan est entierement défini par un de ses points et un vecteur-normal non nul.
Soit A(x4,Ys,2,) un point de I’espace. Soit 7 (a,b, c) un vecteur non nul.

Soit P le plan passant par A et de vecteur-normal 7.
—_— —_
Alors M(x,y,z) e P« AM L n < AM en =0,
<S> a(x-x,)+b(y—ya) +c(z-24) =0.
Tout plan admet donc une équation cartésienne de la forme

ar+by+cz+d=0,0ua,bc,deR|




4 Distance d’un point a un plan
DEFINITION

Soient P un plan de I’espace, et M un point extérieur a P.

Le projeté orthogonal de M sur P est I'unique point H € P tel que H M est normal & P.




PROPOSITION
La distance entre un point M et un plan P est : d(M,P) = HM, ou H est le projeté orthogonal

de M sur P.




V Droites de ’espace
1 Position relative de deux droites
DEFINITION

Deux droites contenues dans un meme plan sont dites coplanaires. I




PROPRIETE
Deux droites de ’espace sont :

e ou bien coplanaires, et dans ce cas soit paralleles (strictement ou confondues), soit
sécantes (en 1 point);

e ou bien non coplanaires.



2 Représentation paramétrique d’une droite de ’espace

Soit D une droite de I’espace définie par un point A(Zq4,¥q,2.) €t par un vecteur-directeur « (a, 3, 7).
T—T, = A\
—> — ., . Y- —
Alors M(xz,y,z) € D < AM et u sont colinéaires < INe R, AM =) u < {y-y, =3 ,A€R.
Z—2g =AY
On obtient ainsi un systeme d’équations paramétriques de la droite D.



3 Systeme d’équations cartésiennes d’une droite de I’espace

PROPRIETE
Deux plans de 'espace sont :

e ou bien paralleles (strictement, ou confondus) ;

e ou bien sécants, selon une droite.

On peut ainsi définir une droite de I’espace comme intersection de deux plans non paralleles.



PROPRIETE
Soient P; et Py deux plans de vecteurs normaux non nuls respectifs 17 et 5.
Alors P; et Ps sont paralleles si et seulement si 77 et n5 sont colinéaires.

Dans le cas contraire, la droite D =P; n P, possede un systéme d’équations cartésiennes

a1 +biy+ciz+dy =0 . ) , .
D : ou a;x + b;y + c;z +d; =0 est une équation cartésienne du plan P;.
a2:13+b2y+czz+d2 =0



