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Exercice 1 : Vrai / Faux
1. FAUX. Contre-exemple : la fonction f définie par : f(z) =0si z # 0, et f(0) = 1 admet en 0 des
limites & gauche et a droite qui sont identiques. Elle n’est cependant pas continue en 0.
Pour que cela soit vrai, il faut de plus que les limites & droite et & gauche en a soient égales & f(a).

2. FAUX. En effet, lim |z| = —1# |0].
z—0~

3. VRAL
Preuve : puisque f est continue en a : Ve > 0, Ja > 0, Vo € Dy, |z —a| < a = |f(z) — f(a)| <e.
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on peut poser € = @ >0:
f(a)
Ja>0, Ve e Dy, |z —a|l <a=|f(z)— fla)] < -
Mais |f(z) — f(a)] < @ signifie %a) < flz) < %(a) donc en particulier : f(x) > 0.

On a donc : 3a > 0, Vo € Dy, |z —a| < a = f(x) > 0, ce qui est la propriété annoncée.

1
4. FAUX. Contre-exemple : la fonction h définie sur I'intervalle borné |0, 1] par : h(x) = — n’est
x

pas bornée. Pour que cela soit vrai, il faut que I'intervalle Dy soit un segment [a,b] : c’est alors le
théoréme des bornes qui s’applique.

Exercice 2 : Rendre une fonction continue

s . ™ T
* Par opérations, f est continue sur }—oo, 7[ U }f,w[ U Jmr, 4o0[.

- 2 2
En - :
o 2 s us
Par opérations, lim f(z)=a, et lim f(z)==-=f (,)
TG z—IT+ 2 2
. . T . s
Ainsi, f est continue en 3 si et seulement si a = 3
2
«*En7: lim f(z)=0= f(n), et lim f(l‘):l‘i‘b.
T r—mt 2

2
™
Ainsi, f est continue en 7 si et seulement si 0 = 5 +b.

7.‘.2

. . . . ™
Conclusion : | f est continue sur R si et seulement si a = 5 et b= -3

Exercice 3 : Etude de continuité

La fonction partie entiére est continue sur R\ Z, donc par opérations, f est continue sur R\ Z.
Soit n € Z un entier relatif. Etude de la continuité de f en n :
D’une part : lim |z]=n—-1 et lim [z]=mn.
r—n— z—nt
D’autre part : lim sin(mx) = sin(nw) = 0.
Tr—n

Donc par opérations, lim f(x) =0 = f(n). Ainsi, f est continue en n.
Tr—n

Conclusion : ‘ f est continue sur R. ‘

Exercice 4 : Un prolongement par continuité

1. Domaine de définition de f :

r+4>0
Ver+4—-2£0

2. Par opérations, ‘ f est continue sur son ensemble de définition. ‘

Conclusion : ‘Df = [—4,0[U]0, 4+o0]. ‘

f est définie en z tel que : {

3. Prolongement continu en 0 :

Il s’agit de voir si f admet en 0 des limites a droite et a gauche qui sont finies et égales entre elles.
D’une part, sin(2z) ~ 2.



1
D’autre part, Vo +4—2=,/4(1+ — —2_2\/r—2_2<1+4>2_1>,

1
Par équivalent usuel, vz +4 — 2 ~ 2 3 X % 1
2
Ainsi, par quotient d’équivalents : f(x) v Tx = 8, donc hm f(z) = lim f(z)=
1 x—0~

Conclusion : ‘ f se prolonge en posant f(0) = 8 en une fonction continue sur [—4, +o00]. ‘

Exercice 5 : Une relation fonctionnelle

x
1. Expression de f en on

Soit n € N. Soit P, : < f (2%) = f(z). »

* Initialisation pour n =0 : 20 = x, donc Py est vraie.

x Hérédité a parir de n =0 :

Soit n > 0. Supposons P,, vraie. Alors f (2%) =f (2 X %) =f (2"%) par propriété de f,

donc f <2n+1> = f(x) d’apres P,,. Ainsi, P, 11 est vraie.

* P, est initialisée et héréditaire a partir de n = 0.

D’apres le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n > 0. |Vn > 0, f (—

=) = 1.

2. f est constante sur R.

. . . X . P sps .
Soit x un réel. Alors la suite (27> converge vers 0 (suite géométrique de raison %)
"/ n=20

Par continuité de la fonction f, la suite ( f (%)) converge vers f(0).
n

Mais d’apres la question 1, cette suite est constante, égale & f(x).
Par unicité de la limite, on a : f(x) = f(0).

Conclusion : ‘Vx € R, f(z) = f(0), donc f est une fonction constante. ‘

Exercice 6 : Un théoreme ”du point fixe”

Posons ¢ : ¢ — f(z) — x, définie pour z € [a, b].

Par opérations, g est continue sur [a, b].

Puisque f([a,b]) C [a,b], alors f(a) € [a,b] et f(b) € [a,b], donc : a < f(a) <bet a< f(b) <D.

On en déduit que : g(a) = f(a) —a > 0 et que g(b) = f(b) —b <0

D’apres le premier corollaire du TVI, appliqué & la fonction g continue sur Uintervalle [a, b], la fonction
g posséde au moins une racine sur [a, b] :

il existe ¢ € [a, b], g(c) =0, donc ’ il existe ¢ € [a,b], f(c) = c. ‘

Remarque : un tel nombre ¢ s’appelle un ”point fixe” de la fonction f.

Exercice 7 : Un théoréme ”du point fixe” (2)

f est continue sur le segment [a, b]. D’aprés le théoréme des bornes, elle est bornée et atteint ses bornes :
il existe ¢1,co € [a,b], V& € [a,b], m = f(c1) < f(x) < f(e) = M.

* Premier cas (pas intéressant du tout) : ¢; = co.

On remarque que ¢; = c2 implique que m = M donc que f est constante (égale & M par exemple).
[a,b] C f([a,b]) devient alors [a,b] C {M}, donc a =b= M et f n’est définie qu’en un point M,
qui vérifie bien f(M) = M.

x Deuxieéme cas : ¢; < Ca.

Posons g : ¢ — f(x) — z, définie pour x € [¢1, ca].

Par opérations, g est continue sur [cy, ca].

Alors g(c1) = m —¢; avec m < a < ¢1, done g(ep) < 0.

De plus, g(c2) = M — cg avec co < b < M, donc g(c2) > 0.



On peut appliquer le premier corollaire du TVI & la fonction g continue sur [c1, o] :
il existe ¢ € [c1, c2] tel que g(c) = 0, donc tel que f(c) = c.

* Troisiéme cas : ¢; > cg. Méme raisonnement, mais sur le segment [co, ¢1].

Dans tous les cas, | il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = c. ‘

Exercice 8 : Un théoreme ”du point fixe” (3)

Posons h : x — f(z) — g(x), définie pour z € [a, b].

Alors h est continue par opérations sur [a, b].

On a de plus : h(a) = f(a) —g(a) = f(a)— f(b), et h(B) = F(B)—g(B) = F(B)— f(a). Donc h(a) = —h(b).
Ainsi, h(a).h(b) < 0. On applique le premier corollaire du TVI a la fonction A sur 'intervalle [a, b] :

il existe ¢ € [a,b] tel que h(c) = 0, donc ‘ il existe ¢ € [a, ] tel que f(c) = g(c). ‘

Exercice 9 : Une application du TVI

1
Par opérations, g est continue sur [O, 3l

Onadeplus:g(0)=f(;> —f(0>=f<;), etg(;) =f(1)—f<;) =90—f<;)-

1 1
* Premier cas : f <2> <45. Alorson a: g(0) <45 et g (2> >45

1 1
* Deuxieme cas : f <2> >45. Alorson a: g(0) >45 et g <2) < 45.
1
Dans tous les cas, 45 est une valeur intermédiaire : 45 € g ({0, 2] >
1 1
g étant continue sur l'intervalle [O, 2} , d’apres le TVI, il existe ¢ € [0, 2} tel que g(c) = 45.

1
Conclusion : il existe toujours ¢ € [O, 2} tel que g(c) = c.

1
Pour ce réel ¢, pendant I'intervalle de temps [c, c+ 2} , le véhicule a parcouru exactement 45 km.

Exercice 10 : Une fonction bornée

Notons ¢ = kg} f. Par définition, et en choisissant e =1 >0, on a :

Ja, Ve € Dy, x> a = |f(x) — € < 1. Ainsi: Vz €la,+oo], £ —1< f(z) <l+1.

Sur le segment [0, @], la fonction f est continue. D’apres le théoréme des bornes, elle y est bornée.
Ainsi : 3m, M, Yz € [0,a], m < f(z) < M.

Posons m' = min {m,{ — 1} et M’ = max {M, ¢+ 1}.

Alors pour tout réel z : m’ < f(z) < M’, ce qui montre que ‘ f est bornée sur R . ‘

Exercice 11 : Etude de fonction

14+42+#0
1. f est définie en x tel que : < 1 — 2 50
1+
1—
On étudie le signe de HJ, et on trouve : | Dy =] — 1, 1].
x

2. Dy est centré.

1 1 1 1-—-
Soit € Dy. Alors f(—x) = §ln (1+i) = —§ln <1+z) = —f(z).

Conclusion : ‘la fonction f est impaire. ‘

3. f est dérivable (donc continue) par opérations sur Dy, et on a :

’ _1 -1 — 1 —1 —2 = - :
VxEDf’f(@—z(px 1+x>‘2x(1—x><1+x>_ -oi+a) "




Ainsi, f est strictement décroissante sur Dy.
De plus, lini f =400 et lim f = —oo par opérations.
—1 1-

f est continue et strictement monotone sur 'intervalle Dy.
f réalise une bijection de Dy dans f(Dy) = R. ‘

D’apres le théoreme de la bijection,

4. Soit y € R. On cherche a résoudre ’équation f(z) = y.
Remarque : d’apres ce qui précede, on sait déja que cette équation possede une unique solution dans | —1, 1.

1-— 1-—
f(x):y@m(mi):2y©14_16262”@1—96:(1+m)62y©(62y+1)x:1—629

1—e?

Donc | f~1 : R —] — 1, 1[ a pour expression : Vy € R, f~1(y) = T o

Exercice 12 : Suite définie de fagon implicite
1. f est dérivable (donc continue) sur R. Pour tout x réel, on a : f'(z) = 5z* + 1 > 0.
De plus, lim f = —o0 et Em f = +oo par regles sur les fonctions polynomiales.
—0o0 o0

f est donc continue et strictement croissante sur l'intervalle R.
D’apres le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de R dans f(R) = R.
Ainsi, pour tout réel y, I'équation f(x) =y posséde une unique solution réelle.

En particulier si y = n, | pour tout n € N*, (F,,) admet une unique solution. ‘

2. Pour tout n € N*, f(x,)=n<n+1= f(z,41).
Puisque f est strictement croissante, on en déduit que z,, < T,41.

Ainsi, ‘la suite (zy)n>1 est strictement croissante. ‘

On sait donc que : ou bien (x,,) converge vers £ € R, ou bien (z,) diverge vers +oo.
Si (x,,) converge vers £ € R, alors par continuité de f, (f(x,)) converge vers f(£).
Mais f(z,) = n donc (f(z,)) diverge vers +oc.

Conclusion : ‘La suite (z,,) diverge vers +oc. ‘

3. Pour tout n > 1,22 + x,, + 1 = n. Mais z,, — +00, donc z,, + 1 = o(x2).
5

n?

donc z° ~ n.
—+o0

. . 5
Ainsi, z) +x, +1 ~ x o
—+o0

o=

. 1
On compose par la puissance o = g Ty ~ M5,
“+o0

Remarque : on ne sait pas calculer directement les valeurs de la suite (z,,).

Exercice 13 : Suite définie de fagon implicite (2)

1. Soit n € N*. La fonction f,, est dérivable (donc continue) sur [0, 1].
n

Ona:Vzel0,1], fi(z)= Z kx*=' >0 donc f, est strictement croissante sur [0, 1].
k=1

De plus, fr,(0) =—1et fr(1)=n—12>0.

fn est continue et strictement monotone sur I'intervalle [0, 1].

D’apres le théoreme de la bijection, f, réalise une bijection de [0,1] dans [—1,n — 1].

Ainsi, ‘pour tout n > 1, Péquation f,(z) = 0 possede une unique solution dans [0, 1]. ‘

2. frr1(un) = ul™ + fo(u,) = untt car f,(u,) = 0 par définition de u,,.
Puisque u,, € [0,1], on a u”*! >0, donc fr11(un) = for1(tni1)-

Puisque f,41 est croissante, on en déduit que u, > upy1- ‘La suite (u,) est donc décroissante. ‘

Puisqu’elle est minorée par 0,

la suite (u,) converge vers ¢ > 0. ‘




3. Soit n > 2. Alors f,(1) =n—12>1=#0, donc u,, # 1.

n
1— n+1
On peut donc calculer la somme géométrique : f,,(uy) = g ukb —2 = 7 In_ 9,
—u,
k=0
1 — unt!
Par ailleurs, f,(u,) =0, donc : |Vn > 2, 17” =2.
—u,

La suite (uy,) étant décroissante, on a : Vn > 2, u, < usg, donc |Vn > 2, 0 < uﬁ“‘l < ugﬂ.

On sait calculer ug, qui est I'unique solution dans [0, 1] de 'équation 22 +x — 1 = 0.

2
Ainsi, 1iIJ1r1 u;”'l = 0 (résultat des suites géométriques de raison —1 < ¢ < 1.)
n——+0o0o

On trouve ug = et on vérifie que 0 < ug < 1.

D’apres 'encadré précédent, et d’apres le théoreme des gendarmes :  lim uﬁ“ =0.
n—-+4oo

1 1

Par passage a la limite dans le premier encadré, on obtient : 1—7- 2, donc | £ = 3




