Dérivation



I Rappels et compléments sur la dérivée

1 Dérivée, dérivée a gauche, dérivée a droite



Soit D une partie de R, et f: D — R.
e Soit g € D. On dit que f est dérivable en xy lorsque le taux d’accroissement de f entre xg et
xo + h admet une limite finie lorsque h tend vers 0.
La limite est alors appelée nombre dérivé de f en z et notée f'(xg) :

(o) = lim f(zo+h) - f(xo)

h—0 h




e Si le taux d’accroissement admet une limite finie a droite en g, on dit que f est dérivable a

droite en zy et on note : fc,z(fUO) - 1hmg f (o + h}z - f(z0)
h>0

e Si le taux d’accroissement admet une limite finie a gauche en xzy, on dit que f est dérivable a

f(xo+h) - f(xo)
h

gauche en zg et on note :  f;(z0) = lim
—0
h<0



Remarques : f est dérivable a droite en x,

[ est dérivable en gy équivaut a : { f est dérivable a gauche en zy,

fa(xo) = f,(x0).
Dans ce cas, f'(zo) = fg(zo) = f,(x0)-



2 Lien avec la continuité

Si f est dérivable en g, alors f est continue en zg et f(xo+ h) = f(xo) +h.f'(xg) +0o(h).




3 Fonction dérivée, notations

DEFINITION

On dit que f est dérivable sur D lorsque f est dérivable en tout point de D.

D - R
On définit alors la fonction dérivée f’ de f par f': ,
z > f'(x)
,_df _df

On rencontre les notations : ' = - La dérivée temporelle peut se noter f
x




4 Lien avec les tangentes

Une fonction f est dérivable en z si et seulement si sa courbe représentative Cs admet en o une tangente
non verticale. Dans ce cas, le coefficient-directeur de la tangente en x( est f'(zg).

f est dérivable a droite en x( (resp : a gauche) si et seulement si la courbe C; admet a droite (resp : a
gauche) en o une demi-tangente.



PROPOSITION
Soit f dérivable en z(, soit A le point de C; d’abscisse .

La tangente a Cy en A admet pour équation : y = f(xg) + f'(z0)(z — o)




5 Cas de non dérivabilité

Tangentes verticales : Le taux d’accroissement de f admet en zy (& gauche ou a droite) une limite
infinie si et seulement si la courbe C; admet en x( (a gauche ou a droite) une (demi-)tangente verticale.
Ezemples : Etudes en 0 de z ~ +/|z| et de z — ¢/z.




II Opérations sur les fonctions dérivables
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle réel I, et soit A un réel.



1 Somme

. y /
La fonction somme u + v est dérivable sur I, et (u+v) =u' +v".



2 Produit externe

La fonction produit de u par A est dérivable sur I, et (M\u)’ = \u'.



3 Produit

La fonction produit de u par v est dérivable sur I, et (uxv) =u' xv+u xv'.



4 Inverse, quotient

Si la fonction v ne s’annule pas sur I, alors :
1

/
1. la fonction inverse de v est dérivable sur I, et (—) =
v

2. la fonction quotient de u par v est dérivable sur I, et (

u




5 Composée

Soient f: I — J, et g: J — R deux fonctions dérivables.
Alors la fonction g o f est dérivable sur I et on a: (go f) =(g" o f) x f'.



6 Réciproque

Soit f: I — J dérivable et bijective, de bijection réciproque f~*:J — I.
1

o f -1
Si f'(zg) =0, alors £~ n’est pas dérivable en yg = f(xo), mais on peut dire que la courbe représentative
de f~' admet en yo une tangente (ou demi-tangente) verticale.

Si f’ ne s’annule pas sur I, alors f~* est dérivable sur J et : (f_l), = £



III Deérivées usuellles

1 Formulaire des fonctions usuelles



f
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e La fonction Arctan: R - I =] - —, 5[ est la bijection réciproque de la fonction tan: I - R.

Or, tan est dérivable sur I de dérivée (tan)’: z ~ 1 + tan?(x), ne s’annulant pas sur 1.
Ainsi, Arctan est dérivable sur R et, pour tout réel x :

1 1 1 1
= = . |Vz eR, Arctan’(z) = .
tan’ o Arctan(z) 1+ tan®(Arctan(z)) 1+ 2 (@) 1+ z?

Arctan’(z) =




2 Formulaire des composées

e Pour n € N*, la fonction x — z" est dérivable sur R, de dérivée x — n.x™*

Par composition, on en déduit que si u est une fonction dérivable sur R, alors u™ est dérivable sur R et :
VzeR, (u™) (z) = (nu(z)™ 1) xu'(z).
On établit de cette facon les résultats suivants, pour une fonction u dérivable :

+ Pour tout entier n > 0, u™ est dérivable de dérivée : | (u")" = nu'u™?.




Pour tout entier n < 0, u™ est dérivable en tout point ou u # 0, de dérivée :

en tout point ou u > 0, alors pour tout réel o, u® est dérivable de dérivée :

1
En particulier pour a = > siu>0,| (V) =

ul

2v/u

e" est dérivable de dérivée : | (e*)’ = u'e™.

en tout point ou u > 0, alors In(u) est dérivable de dérivée :

(u™) =nu'u™".

1

(u®) = au'u*".

1

/

(In(w))' = =




+ cos(u), sin(u) sont dérivables de dérivées : | (cos(u))’ = —u’sin(u), (sin(u))’ =u'cos(u).

’U;l

* en tout point ot elle est définie, tan(u) est dérivable de dérivée :| (tan(u))’' = — ) =u/(1 + tan?(u)).
cos?(u

On montre que, pour toute fonction u dérivable, Arctan(u) est dérivable de dérivée

(Arctan(u))’ =

ul

1+u2




On considere la fonction f,, : x — x™ définie sur I,, = R si n est impair, et sur I,, = R, si n est pair.
On sait que f,, est une bijection de I,, dans I,,, de bijection réciproque f ':z+~ /x.
Sin>2, f/(x)+ 0 si et seulement si z # 0. Ainsi, f,! est dérivable sur I,, \ {0} et :

Vr € Ri(si n est pair) (f_l), () = 1 1 - lw;_l
Vz € R*(si n est impair) "

fio @) n(ym)™ n



Produit de n fonctions dérivables
Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et f1,..., f,, des fonctions dérivables sur I.
Alors le produit f; x--- x f,, est dérivable sur I et on a :

(Frx % fo) = Flfarefu + fofieefu 4o+ fufofl = S| £ T] S
i=1 k=1

k+1



IV Dérivées d’ordre supérieur

1 Fonction n fois dérivable



DEFINITION
Soit f : D — R. Lorsque c’est possible, on définit les dérivées successives de f par récurrence :

e On note f(O = f.

e Pour n e N, lorsque f(™ est dérivable, on définit f("*1) par la relation :

f(n+1) _ (f(n))'

f(") est appelée dérivée n-ieme de f.




Remarques

(1) est plus couramment notée f’ et appelée dérivée premieére de f.

£2) est plus couramment notée " et appelée dérivée seconde de f.

La notation de 'ordre de la dérivée entre parentheses permet de ne pas confondre avec une puissance.



2 Classe de fonction

DEFINITION
Soit f: 1 - R.

e Si f est n fois dérivable sur I, on dit que f est de classe D" sur I.

On note D™(I,R) ’ensemble des fonctions n fois dérivables sur I.

e Si f est n fois dérivable sur I, et si f(™ est continue sur I, f est dite de classe C™ sur I.
On note C"(I,R) 'ensemble des fonctions n fois continiiment dérivables sur 1.

e Si f est infiniment dérivable sur I, on dit que f est de classe C* sur I.

On note C*(I,R) ’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur 1.




3 C(Cas des fonctions usuelles

PROPOSITION
On a les résultats suivants : Si f et g sont n fois dérivables sur I, si A € R, alors

o f+g est n fois dérivable sur I et : (f +¢)(™) = f(?) 4 ()
e \f est n fois dérivable sur I et : (Af)(™) = \f(™),

e fg est n fois dérivable sur I.




V Théoreme de Rolle et applications

1 Extrema relatifs



DEFINITION

Soit f une fonction définie sur D, et soit xg € D.
On dit que f admet en g un maximum relatif (resp : minimum relatif) lorsqu’il existe a > 0 tel que :

VzeD, |r-xzo|<a= f(z)< f(zo) (resp: f(x)2 f(xo0))

Un extremum relatif désigne un maximum ou un minimum relatif.




PROPOSITION
Soit f : [a,b] — R une fonction. On suppose qu’il existe xg €]a,b| tel que f est dérivable en

zo et admet en ¢ un extremum relatif. | Alors f'(zg) = 0.




Attention! La réciproque de cette proposition est fausse.
Ezxemple : Etude de z +— z° en 0.



2 Théoreme de Rolle

THEOREME THEOREME DE ROLLE
Soit f:[a,b] — R une fonction continue sur [a,b| et dérivable sur |a,b|.

On suppose que f(a) = f(b). Alors il existe c €]a,b| tel que f'(c) = 0.



Conséquence pour les racines d’une fonction dérivable :

PROPOSITION
Soit f dérivable sur [a,b], et admettant n racines distinctes sur [a, b].

Alors f’ admet (au moins) n — 1 racines sur |a,b[, qui séparent les racines de f.




3 Egalité des accroissements finis (TAF)

THEOREME THEOREME (EGALITE) DES ACCROISSEMENTS FINIS

Soit f:[a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b].
Alors il existe c €]a, b| tel que f(b) — f(a) =(b-a).f'(c)




4 Inégalité des accroissements finis (IAF)

PROPOSITION INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS
Soit f:[a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a,b].
On suppose que |f’| est bornée sur ]a,b[ et on pose M = sup |f'(z)|.

x€la,b
Alors | £(b) - £(a)| < M.Jb - al. ot




5 Variations des fonctions dérivables

PROPOSITION
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle réel I.

e f est constante sur I si et seulement si Vx €I, f'(z)=0.

e f est croissante sur I si et seulement si Vx eI, f'(x)>0.

e f est décroissante sur I si et seulement si Vx eI, f'(x)<0.



e Si f’ est positive sur I, et ne s’annule qu’en un nombre fini de points,
alors f est strictement croissante sur I.

e Si f’ est négative sur I, et ne s’annule qu’en un nombre fini de points,
alors f est strictement décroissante sur I.



VI Généralisation du théoreme des accroissements finis

1 Théoreme de Taylor-Lagrange



THEOREME THEOREME DE TAYLOR-LAGRANGE
Soit n € N, et soit f : [a,b] — R une fonction de classe C" sur [a,b] et (n + 1) fois dérivable
sur |a,b[. Alors il existe c €]a, b| tel que :

_ / (b a)z 1" (b a)n n (b_a)n+1 n+1
f(b) = f(a) + (b-a)f'(a)- f"(a)+ -4 A O R e AN C
—a k —a n+1
ou encore, sous forme de somme : f(b) = kz::O (0 o ) F ) (a) 4 (lzn+)1)! FD ().

La somme est appelée polynome de Taylor et le reste est le reste de Lagrange.



(CL . b)n+1
(n+1)!

n k
De facon analogue, on obtient : f(a) =)’ (a k'b) £ (b) +
k=0 -

FD(e)



Cas particulier sur [0,x] ou [z,0] : FORMULE DE TAYLOR-MC LAURIN

$n+1

(n+1)!

Jc €]0,z[ ou Jz,0[, f(z) = f(0) +zf'(0) + a;—?f"(O) et i—?f(”)(o) + F (o).




2 Applications a certaines fonctions usuelles



a La fonction exponentielle

exp: z — e est de classe C* sur R, et pour tout n € N, (exp){™ = exp.

182 " xn+1
D’apres la formule précédente, Vx e R*, e*=1+x+ — +---+ — + e ou ce| - |x|, |z|[.
2! n!  (n+1)!
xn+1
Or lim e =0 car 0<e®<el® et par croissances comparées.
n—+oo (1 + 1)!
o o . too .1 1132 $3 5174
Ainsi, on peut écrire : [Vx e R, e” = —=1l+z+—+ —+ —+
o n! 2 6 24




b Les fonctions cosinus et sinus

cos: R - R est de classe C* sur R, et pour tout n € N :
e si n =4k avec k un entier, cos{™ (0) = cos(0) = 1;
e sin=4k+1 avec k un entier, cos™ (0) = —sin(0) = 0;
e sin =4k +2 avec k un entier, cos(™(0) = - cos(0) = -1;

e sin =4k + 3 avec k un entier, cos{™ (0) =sin(0) =0 .



:E'n,+1

Par ailleurs, lim
nN—>+00 (n + )'

cos!™) (¢) = 0 car |cos(™* D (¢)| < 1

Ainsi, on peut écrire : |Vx € R, cos(z) = Z( 1)"

Et de facon similaire, on trouve :

2]{: 334
(Zk)' 24
Cl?2k+1 a;5
Vz e R, sin(z) = Z( (2k + 1)! 120




