TD 15. Géométrie : corrigé

Exercice 1

1. On procede par substitution, en exprimant le parametre A en fonction (par ex.) de 'ordonnée y :
y =3+ A donne A =y — 3, qu’on remplace dans la premiere équation :
x=1-—(y—3), d’oﬁ‘D:z+y—4:O.

2. Toute équation d’une droite parallele & D a une équation de la forme x +y +c =0, ou c € R.
On veut que le point B(1,1) appartienne 4 D' : 1+ 1+ ¢ =0 donne ¢ = —2.

‘La droite D’ parallele & D et passant par B a pour équation cartésienne : z +y — 2 = 0.

3. Dans une base orthonormée du plan, un vecteur normal & D est : 77 (1,1).
Pour tout m € R, le vecteur 77,L>(m7 3m — 1) est normal & A,,.
On cherche les valeurs de m pour lesquelles T et 7, sont colinéaires.

1
D’apres le critere de colinéarité, 7 et 7, sont colinéaires < 1 x (3m —1) —1xm =0< m = 3

1
A, est parallele & D si et seulement si m = 3

Exercice 2
— —
1. Soit M(z,y) un point du plan. Alors AM (z+ 1,y —2) et M € D' < AM colinéaire & 0
Slx(z+1)—4x(y—2)=0
@‘x—4y+9:O:D’.

De plus, m colinéaire & ¥ < 3\ € R, Iz\? =\

r+1=4\ o |pr r=4X—1
y—2=1x\ y=A+2

@HAER,{

—
2. Soit M(x,y) un point du plan. Alors BM(x — 2,y — 1) et
—
M € D" < BM orthogonal & 7
% %
& BMenw =0
©3r-2)+1y-1)=0&[3z+y—7=0:D"
De plus, en posant 7(—1,3), ona Ve =-1x3+3x1=0donc VL.

=—-A+2
Ainsi, ¥ dirige D” donc en procédant comme ci-dessus : | D" {x 2 _:_1
y =

3. Posons y = 0, il vient alors x — 3 x 0 4+ 1 = 0, soit 2 = —1. Le point C'(—1,0) appartient & D.
De plus, n3(1, —3) est normal & D, donc uw(3,1) dirige D.

=3x-1
En procédant comme ci-dessus : | D {x N
y =

Exercice 3

Dans un repere orthonormé de 'espace, le vecteur 7(37 1,—2) est normal a P.

Tout plan parallele & P a donc une équation cartésienne de la forme 3z +y — 2z +d = 0.
On veut qu'il contienne le point A(1,2,3) donc que : 3 x1+2—-2x3+d=0, doncd=1.
Le plan parallele & P et passant par A a pour équation cartésienne : ‘3:5 +y—224+1=0.
Exercice 4

1. On a immédiatement un systeme d’équations paramétriques de P compte-tenu des données de

T=22+pu+1
I'énoncé : Py =A+4u—1 (A p) € R?
z=-A+pu

Le probleme consiste a éliminer les parametres A, i pour obtenir une équation cartésienne, c’est-a-
dire a faire apparaitre I’équation auxiliaire de ce systéme de 3 équations a 2 inconnues (A, u).



—Tu=x—2y—3
Ly Ly —2Ly, Ly L3+ La: s A+4p=y+1
Sp=y+z+1
—p=z—-2y—3
L3+ T7L3+5L1: s A +4p=y+1
0=7y+2z+1)+5(xz—2y—3)
Le systeéme est compatible (A, u existent) si et seulement 1’équation auxiliaire est vérifiée :
‘73:532—3y—|—7z—820.‘

%
2. 7(5, —3,7) est normal & P, tandis que n’(1,0,0) est normal & P’.

7 et n/ ne sont clairement pas colinéaires, donc ‘ P et P’ sont sécants, selon une droite D.

r=22+p+1
Soit M (x,y,2) € D. Alors M € P/, donc x =1, et M € P, donc I(\, ), Sy =X +4pu—1
z2==A+pu
rz=1
On a donc 2A 4+ p+ 1 =1, soit : u = —2A. En remplagant : D ¢y = -7\ —1
z= -3\

D =P NP est la droite passant par B(1,—1,0) et dirigée par W(O7 —7,-3). ‘

Exercice 5

r=2A+1
1. D a pour systeme d’équations paramétriques : D ¢y =\ —1

z=A
Un plan P d’équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 contient D si et seulement si :
VAER, a2+ 1) +b(A—1)+c(A) +d =0« J20TITe=0

a—b+d=0

En choisissant a = 1,b = 0, on trouve rapidement : ¢ = —2 et d = —1, soit le plan P; : x —22—1 = 0.
En choisissant @ = 0,b = 1, on trouve rapidement : c = —1 et d =1, soit le plan Po : y — 2+ 1 = 0.

P1 et P ne sont clairement pas paralleles, donc ils sont sécants selon D.

r—2z—1=0
y—z+1=0

D a pour systeme d’équations cartésiennes : {

2. Cherchons un vecteur directeur de D’ : avec z = 0, il vient A(2,—3,0) € D’.
Avec z =1, B(3,0,1) € D'. Le vecteur 1@(1, 3,1) dirige D'.

r=2A+1
zﬁ et W ne sont pas colinéaires, donc D et D’ ne sont pas paralleles. y=A—1
Cherchons un point d’intersection & ces deux droites : M (z,y,2) € DND' < INER, < 2z = A
r=z+2
r=2A+1 y—32—3
y=A—-1
En substituant A : < 2 =\ Ly=X=1et Ly = A =1. Ce systeme est donc
2 A+ 1=X+2 =3
A—1=3\-3 compatible, et donne finalement < y =0
z=1

Le point B(3,0,1) est 'unique point commun & D et D’. Ces droites sont sécantes, donc coplanaires.

Le plan P les contenant toutes deux passe par B et est dirigé par U et ﬁ

T=2A+pu+3
Il a pour systeme d’équations paramétriques P : ¢ y = A + 3u (\, 1) € R?
z=A+p+1

Obtenir une équation cartésienne de P revient a éliminer les parametres \ et p :
Li—Lss M +2=x—zdonc A=x—2—2et 1 —2L3 & —p+1=x—2zdonc p=—x+2z+1.
On remplace dans Ls : | P a pour équation cartésienne —2x — y + 5z +1 = 0. ‘




Exercice 6
Les données permettent d’écrire des systemes d’équations paramétriques de Dy et D5 :

r=A+a x=2u+b
Di:y=X+2 (AMeR) et Dy:qy=—-p+1 (neR)
z=A+3 z=p+4
Ada=2u+b
D; et Dy concourantes (c’est-a-dire sécantes) si et seulement si : I\, 1) € R%, AN 4+2=—p+1
A+3=p+4

1l s’agit donc de trouver I'équation auxiliaire de ce systéme linéaire de 3 équations & 2 inconnues (A, p),

selon les parametres a, b.
-2 | —a+b -2 —a+b
1 -1 & 0 3 | —-14+a—-5b

1
1 -1 1 0 1+a—b
[1] -2 —a+b

0 0 | —4-2a+2b
0 l1+a—b

D1 et Dy sont sécantes si et seulement si: b —a = 2. ‘

Sous forme matricielle :

=

=

Exercice 7 _
Dans un repeére orthonormé, ﬁ(l, 1,1) est normal & P, et n’(1,0,2) est normal & P’.
Un plan P est pegendiculaire a P et a P’ si et seulement si un de ses vecteurs normaux est orthogonal

ala fois & 7 et & n'.

7707:0 a+b+c=0 a=—2¢
— = <
n"en =0

Y/
On cherche donc n”(a, b, ¢) tel que :
( ) 4 i a+2c=0 b=c
On choisit ¢ =1 : 77(—2, 1,1) est normal & P”, donc d’équation cartésienne de la forme : —2z+y+z+d = 0.
On veut enfin que A(1,0,0) € P : —2+d = 0doncd = 2. ‘77” a pour équation cartésienne —2x +y+ 2+ 2=0. ‘

Exercice 8
On se place dans un repere orthonormé du plan.

1. Le rayon R de ce cercle est QB = /(2 — (—2))2 + (1 — (-1))% = V42 + 22 = /20 = 2V/5.
L’équation cherchée est donc : (z—(—2))2+(y—(—1))? = R? = 20, donc’ (x+2)2+ (y+1)% =20. ‘

En développant (peu utile ici) : ‘x2 +dr4+y?+2y—15=0. ‘

2. Soit C le cercle d’équation 2% + y% + 4z — 2y — 4 = 0.
On fait apparaitre des identités remarquables : 2% + 42 = (v +2)? —4 et 3% — 2y = (y — 1) — 1,
donc C:(z+2)°2+(y—1)%2-5-4=0% (z+2)2+ (y—1)> = R? avec R = 3.
‘C est le cercle de centre 2(—2,1) et de rayon R = 3. ‘

et e
3. M(z,y) appartient au cercle de diametre [AB] si et seulement si AM 1 BM < AM e BM =0

S@-5)@-D)+@y-1)y-4 =022 —6z+y’ —5y+9=0]

Exercice 9

20 +3y+5=0

HeD
1. 7(2,3) est normal & D, donc H(z,y) est tel que : . .y T —3=2)
Aﬁ colinéaire a 7
y—5=23\
22\ +3) +3(3A+5)+5=0 A=—2 )
T =—
S cr=2\A+3 S qx=2\+3 (:){ _
y=3\+5 y=3\+5 v=

‘Le projeté orthogonal H de A sur D a pour coordonnées (—1,—1). ‘

2. La distance entre A et D est AH = /(=1 —3)2+ (=1 —5)2 = /16 + 36 | = 2V/13.




Exercice 10

20 +3y+5z2—-—8=0

HeP T—3=2\
1.7 2,3,5) est normal a P, donc H(z,y, z) est tel que : &
( ) (@y,2) q {Aﬁ colinéaire & 77 y—5=23\
z—1=0>5\
220 +3)+3(3A+5)+5(5A+1)—8=0 A=—3% 30
=39
T=2\+3 T=2\+3 ég
& & Sqy=%8
y=3\+5 y=3\+5 26
s = _26
z2=5A+1 z=>5A+1 19
2
Le projeté orthogonal H de A sur P a pour coordonnées (—i’g, %, —1g>

2 2 2
2
2. La distance entre A et P est AH = \/<—39 - 3) + (68 N 5) + <_1g - 1)

19 19
1 VT
AH = V962 277 1452 = 139 597 1 07 1 15| = 15’30.

Exercice 11

|. DA-BC+DB-CA+DC.AB

2. Soit (ABC) un triangle.

Notons D le point d’intersection des hauteurs issues de A et de B : (DA)L(BC) et (DB)L(CA)

(faire un schéma)
Ainsi:WLB?:Oet D§~CT>4:O.

N . RN . —_—
D’apres ce qui précede, il reste : D(E -BA=0.

Ceci prouve que (DC)L(BA) donc le point D appartient a la hauteur issue de C :
le point D appartient aux trois hauteurs du triangle (ABC') : ces hauteurs sont donc concourantes.



