
TD 19 Intégration

Exercice 1 . Déterminer les primitives des fonctions suivantes (primitivation ”à vue”)

1. x↦ x3 − 2

x3
+ 3

x − 2

2. x↦ ln(x)
x

3. x↦ xex
2

4. x↦ 1

x ln(x)

5. x↦ cos(x) sin(x)

6. x↦ tan(x)

7. x↦ x√
1 + x2

8. x↦ 1

(1 + x2)Arctan(x)
9. x↦ sin2(x) cos3(x)

Exercice 2 . Déterminer les primitives des fonctions suivantes (primitivation par parties)

1. x↦ xex

2. x↦ 2x sin(x)
3. x↦ x3 ln(x)
4. x↦ ln(1 + x2)

5. x↦ Arctanx

6. x↦ cos(x)e2x

Exercice 3 . Déterminer les primitives des fonctions suivantes (changement de variable)

1. x↦ 1
√
x +

√
x3

2. x↦ lnx

x + x(lnx)2 3. x↦ e2x

ex + 1
4. x↦ e−

√
x

Exercice 4 . Déterminer les primitives des fonctions suivantes (linéarisation)

1. x↦ sin2(x) 2. x↦ cos2(x) sin2(x) 3. x↦ cos(3x) sin2(2x)

Exercice 5 . Calculer les intégrales suivantes :

1. ∫
1

0

ex

1 + ex
dx

2. ∫
1

0

x + 1

x2 + 2x + 1
dx

3. ∫
e

1
ln2(x)dx

4. ∫
1

0

ex

1 + e2x
dx

5. ∫
π
3

π
4

sin(θ)
cos2(θ)

dθ

6. ∫
π

0
t sin(t) cos2(t)dt

7. ∫
1

0

x3√
1 + x2

dx

8. ∫
eπ

1
sin(lnx)dx

Exercice 6 . On considère la suite (un) définie par : ∀ n ∈ N, un = ∫
1

0

xn√
1 + x2

dx.

1. Montrer que (un) est une suite décroissante, en déduire que (un) est une suite convergente.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, on a : 0 ⩽ un ⩽
1

n + 1
. En déduire la limite de la suite (un).

Exercice 7 . Avec des majorations.

1. Soit g une fonction continue sur [0,1]. Pour tout entier naturel n, on pose un = ∫
1

0
tng(t)dt.

Montrer que (un) tend vers 0.

2. Pour tout entier naturel n, on pose vn = ∫
1

0

e−nt

1 + tn
sin(nt)dt. Calculer la limite de (vn).

Exercice 8 . On considère la fonction H définie par H(x) = ∫
x2

x

et

t
dt.

1. Déterminer l’ensemble de définition D de H.

2. Démontrer que H est dérivable sur D ∖ {0} et déterminer H ′.

3. Soit x > 1. Montrer que : ex lnx ⩽H(x).
4. En déduire la limite de H en +∞.

Exercice 9 . Lemme de Lebesgue
Soit f une fonction de classe C1 sur [a, b].

1. Rappeler pourquoi la fonction f ′ est bornée.

2. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que : lim
n→+∞

∫
b

a
f(t) sin(nt) dt = 0.
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Exercice 10 . Soit f une fonction continue sur [a, b] et telle que :

∀x ∈ [a, b], f(a + b − x) = f(x).

1. Montrer que : ∫
b

a
xf(x) dx = a + b

2
∫

b

a
f(x) dx.

2. En déduire la valeur de : ∫
π

0

x sin(x)
1 + cos2(x)

dx .

Exercice 11 . Sommes de Riemann.

1. Déterminer la limite éventuelle de la suite (un) définie par :

∀ n ∈ N⋆, un = ( 1

n

n

∑
k=1

ln(n + k)) − lnn.

2. Donner un équivalent en +∞ de la suite définie par :

∀ n ∈ N⋆, vn =
n

∑
k=0

((n + k)3 − (n − k)3) .

Exercice 12 . Soient p, q ∈ N. On pose : I(p, q) = ∫
1

0
xp(1 − x)q dx.

1. Montrer que I(q, p) = I(p, q).
2. Exprimer I(p + 1, q) à l’aide de I(p, q + 1).
3. Calculer I(0, q). En déduire I(p, q).

Exercice 13 . On considère les intégrales :

I = ∫
π
4

0

sin(x)
cos(x) + sin(x)

dx et J = ∫
π
4

0

cos(x)
cos(x) + sin(x)

dx.

1. Déterminer des réels a, b et c tels que : ∀u ≠ −1,
2u

(1 + u)(1 + u2)
= a

1 + u
+ bu + c

1 + u2
.

2. Calculer I en effectuant le changement de variable u = tanx.

3. Calculer I + J et I − J . Retrouver la valeur de I.

Exercice 14 . Calculer l’intégrale I = ∫
2

1
2

1

x
cos( x

1 + x2
) lnxdx.

Indication : on pourra effectuer le changement de variable t = 1

x
.
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