TD 18 Espaces vectoriels BCPST 1B, 2024/2025

Exercice 1 : Sous-espaces vectoriels (s-ev)

Un rappel pour commencer : F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
e I est non vide,
e I est stable par combinaisons linéaires.

Dans la pratique :

e On vérifie que le vecteur nul de E appartient a F,
e on pose u,v € F, et A€ K (K =R ou C), et on montre que w = Au+v € F.
1. By = {(m,y,z,t) € C4, x—y—&—z—i—tzO}
e Le vecteur nul (0,0,0,0) de C* appartient & E; car 0 — 0+ 0+ 0 = 0.
e Soient u = (x,y,2,t),v = (z',y/, 2/, t') € Eq, soit A € C.
On pose w =Au+v= Az +2", \y+y, Az + 2/, Xt +1).
Alors A= Az +2")— Ay +y)+ Qz+2)+ M+t =XNe—y+z+t)+ (@ —y + 2 +t)
avecx —y+z+t=0caru€ Ey,et ' —y +2' +t' =0 carv e F;.
Ainsi A =X x 0+ 0 =0 ce qui prouve que w € E.

Conclusion : E; est non vide et stable par combinaisons linéaires. ’ E; est un sous-espace vectoriel de C*. ‘

2. By ={(z,y,2,t) eC", s —y+ 2+t =1}

Le vecteur nul (0, 0, 0, 0) n’appartient pas & E5 car 0—04+040 # 1, donc‘ E5 n’est pas un s-ev de C*. ‘
3. B3 = {(x,y,z,t) €eC z=y= 0}
e Le vecteur nul (0,0,0,0) appartient évidemment & FEs.

e Soient u,v € E3, soit A € C. On pose w = Au + v.
On a alors : u = (0,0, z,t) et v = (0,0, 2',¢') donc w = (0,0, \z + 2/, A\t + t').

Ainsi w € E3, donc E3 est stable par combinaisons linéaires. ‘ Es5 est un s-ev de C*. ‘

4. E, = {(aj,y,z,t) €eC* z=00uy= O}
Remarque : © =0 ou y = 0 équivaut dans C a xy = 0.
Posons u = (1,0,0,0) et v = (0,1,0,0). Alors u et v appartiennent & FEy4, car le produit de leurs
deux premiéres coordonnées est nul (1 x 0 =0 x 1 =0).
Mais v +v = (1,1,0,0) ¢ E4 car 1 x 1 # 0. Ainsi, E; n’est pas stable par combinaisons linéaires.

‘ E, n’est pas un s-ev de C*. ‘

Remarque pour les questions 3 et 4 :

On pose F = {(:c,y,z,t) cCt z= 0} et G = {(x,y,z,t) c€Ct y= O}.

Alors par définition : B3 = FNG, et B4 = FUG.

Il est tres simple de voir que F et G sont des s-ev de C2.

D’apres le cours : toute intersection de s-ev est encore un s-ev, donc E3 est un s-ev,
mais en général, 'union de s-ev n’est pas un s-ev.

Exercice 2 : S-ev et parties génératrices

1. A= {(x,y,z) eR3, |z = \z|}
Posons u = (1,0,—1) et v = (1,0,1). Alors u,v € A mais u +v = (2,0,0) ¢ A.

A n’est donc pas stable par combinaisons linéaires : | A n’est pas un s-ev de R3. ‘
2. B={(z,y,2) € R? z=—y=2z}.

e Le vecteur nul (0,0,0) de R?® appartient a B.

e Soient u = (z,y,2) et v = (2', ¢, 2') deux éléments de B. Soit A un réel.

Onpose w=Au+v=Az+a \y+y,Az+2)=(",y",2").

Alors \x + 2" = X(—y)+ (—y) = -y +y') donc z’"=—y".

De plus, Az + 2’ = A(22) + (22') = 2(A\z+ 2') donc 2" =22".

Ainsi, w € B, qui est donc stable par combinaisons linéaires. ‘B est un s-ev de R3.




Recherche d’une partie génératrice de B : on manipule un peu sa définition.

B = {(x,y, 2)ER3, z=2zety= —22} = {(Qz, —2z,2) €ER3, z € R} ={2(2,-2,1), z € R}.
On pose le vecteur u = (2,-2,1) € R3.

Alors on vient d’écrire que B est ’ensemble des vecteurs colinéaires & u : B = {zu, z € R}.

‘ B est la droite vectorielle engendrée par v = (2, —2,1). ‘

Une partie génératrice de B sera par exemple {u}.
Remargue : on peut aussi répondre {—u}, ou {2u} ...
3. C={(z,y,2) eR? 22 +y*> - 22 =0}.

u=(1,0,1)et v = (0,1, 1) appartiennent a C, mais u+v = (1,1,2) ¢ C. ’C n’est pas un s-ev de R3. ‘
4. D = {(w,y) €ER? z=youx= 2y}.

D est 'union de deux s-ev (voir la remarque exercice 1).

u=1(2,1) et v = (1,1) appartiennent & D, mais u+v = (3,2) ¢ D. ‘D n’est pas un s-ev de R2. ‘
5. E = {(:C,y,z) ER? z—2y+32= O}.

E = {(a:,y,z) €ER? 2= 2y73z} = {(2y73z,y,z) €R3, y,z ¢ R}
E={y(2,1,0) + 2(-3,0,1), y,z € R} = Vect(u,v) en posant v = (2,1,0) et v =(—3,0,1).
FE est donc le s-ev engendré par u,v. Ces deux vecteurs sont non colinéaires, donc libres.

En conséquence, (u,v) forme une base de E : ‘E un s-ev de R3, de base (u,v), et de dimension 2. ‘
6. F = {(m,y,z) €ER? z= 0}.
F= {(O,y,z) €R3, y,z € R} = {y(0,1,0) + 2(0,0,1), y,z € R}.
On pose j = (0,1,0) et k = (0,0, 1), non colinéaires : ‘ F est un s-ev de R3, de base (j, k), et de dimension 2. ‘

Exercice 3 : Un s-ev de R®.

F={(z,y,2,t,u), x+2y+32z+t—u=0 et z+2y+z+t+u=0}
La technique est d’exprimer certaines coordonnées en fonction des autres, donc de résoudre le systéme :
{z+2y—|—3z+t—u=0 - {:c—|—2y+3z—|—t—u:0

r4+2y+z+t+u=0 -2z 42u=0 (Ly<+ Ly —Ly)

=-2y—32—t =-2y—t—2
@{x Y z +u <i}{x Y U

Z=U Z=1U

On a obtenu un systéme de rang 2, donc 2 inconnues principales (x et z) et 3 variables libres (y,t et u).
On remplace alors les inconnues principales dans la définition de F' :
F= {(—Qy —t—2u,y,u,t,u), (y,t,u) € R3}
={y(-2,1,0,0,0) + ¢(—1,0,0,1,0) + u(—2,0,1,0,1), (y,t,u) € R?}
On pose v1 = (=2,1,0,0,0), v2 = (—1,0,0,1,0) et v3 = (=2,0,1,0, 1) trois vecteurs de R>.
On vient d’écrire que : F = {yvy + tvs + uvs, (y,t,u) € R?}

c’est-a-dire que F' est I’ensemble des combinaisons linéaires de vy, v2 et v3. ‘ F = Vect(vy,va,v3) est un s-ev de RP.

La famille (v, vs,v3) est génératrice de F. Montrons qu’elle est libre.

Puisqu’elle contient plus de 2 vecteurs, il ne suffit pas de dire que ces vecteurs sont non colinéaires.
Il faut utiliser la technique vue en cours : on montre que la seule combinaison linéaire nulle de ces 3
vecteurs est la combinaison linéaire triviale (ie : Ov; + Ovy + Ovs = (0,0,0,0,0)).

Soient a, b, ¢ trois réels tels que avy + bvy + cvz = (0,0,0,0,0). Montrons que : a =b=c¢ = 0.

—2a—b—2c=0
a=20
avy + bvg 4+ cvs = (0,0,0,0,0) < ¢ c=0 Sa=b=c=0
b=0
c=0

donc la famille (v1,v2,v3) est libre. Puisqu’elle engendre F, ‘ (v1,v2,v3) est une base de F.

Cette base contient 3 vecteurs donc | dim(F') = 3.

Remarque : dans la résolution du premier systéme, on avait le choix pour les inconnues principales et les
variables libres. Un autre choix aurait donné une autre base de F', contenant elle aussi 3 vecteurs.




Exercice 4 : Base et systeme d’équations cartésiennes d’un s-ev

E = {(a+2b,—a+3b,a,b) € C*, a,be C}
= {(a, —a,a,0) + (2b,3b,0,b), a,b € C} ={a(1,-1,1,0) +b(2,3,0,1), a,b € C}

On pose u = (1,—1,1,0) et v = (2,3,0,1) dans C*. Alors | E = Vect(u,v)

ce qui prouve que E est un s-ev de C%, et que (u,v) en est une partie génératrice.

u, v ne sont pas colinéaires, donc forment une famille libre : ‘ (u,v) est une base de F, et dim(F) = 2. ‘

Systeme d’équations cartésiennes de E.
Des équations sont dites cartésiennes lorsqu’elles ne font figurer que les coordonnées x, y, z, t des vecteurs,
par opposition aux équations paramétriques, ol un ou plusieurs parametres (comme ici a, b) interviennent.

r=a-+2b
4 . R s . e y=—a-+3b
L’énoncé donne un systeme d’équations paramétriques de E : , a,beC.
z=a
t=0>
La question est donc d’éliminer les parametres dans ce systeme, ce qui est immédiat :
r=z+2t
y=—2+3t r=z+2t
=
z=2z y=—z+3t
t=1

Exercice 5 : Ou il est question de liberté

1. F = (u,v,w) avec u = (1,0,1), v = (2,0,1), w = (0,—1,2) € R3.
Soient a, b, ¢ trois réels tels que au + bv + cw = Ogs = (0,0,0). On a alors :

a+2b=0 a+2b=0
au~+bv+cw=(0,0,0) & ¢ —c=0 &<a+b=0 <Sa=b=c=0.
a+b+2c=0 c=0

La seule combinaison linéaire nulle des vecteurs u, v, w est la combinaison linéaire triviale.

‘ (u,v,w) est donc une famille libre. ‘

2. F une famille de cardinal 3 dans R?

dim(R?) = 2 donc card(F) > dim(R?). ‘La famille F n’est pas libre dans R2.

Exercice 6 : Une famille dérivée d’une famille libre

Onpose u=e1+ex,v=e1+e3, w=ey+e3c K"

Soient a, b, ¢ trois scalaires tels que : au + bv + cw = Ok».

Alors on a : ae; + e2) + b(eg + e3) + c(ea + e3) = Okn, soit : (a+b)ey + (a + ¢)ea + (b + ¢)ez = Okn.
Puisque la famille (e1, ea, e3) est supposée libre dans K™, alors nécessairement : a+b=a+c¢=b+c = 0.
On résout ce systeme, et on trouve : a = b =c = 0.

Ainsi, ‘1a famille (u,v,w) est libre dans K.

Exercice 7 : Coordonnées dans une nouvelle base

1. B = (u1,us,u3) est une base de R3.
La famille B = (uy,us, us) est de cardinal 3, et dim(R?) = 3, donc :
B base < B est libre < B est génératrice.
Montrons que B est libre, en étudiant le rang de sa matrice canoniquement associée.

1 1 1
Soit P = Mat¢(B) = 1 0 1 ], olC désigne la base canonique de R3.
-1 1 0

On peut se contenter d’échelonner cette matrice P et trouver le nombre de pivots.

En prévision de la question suivante, on va chercher a l'inverser :



1 1|1 0 O 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
0 170 1 O &~ O -1 0|-1 1 O — 0o 1 01 -1 0
1 0]0 0 1 0 2 1] 1 0 1 0o 0 1|-1 2 1
on a 3 pivots : rg(P) = 3 donc P est inversible et ’ (u1,uz,usz) est une base de R3.
1 0 0 1 -1 -1 1 -1 -1
.4~ 0 1 0] 1 -1 o0 donc P! = 1 -1 0
0 0 1|-1 2 1 -1 2 1

Coordonnées de v = (1,2,1) dans la base B

Soit C' la matrice-colonne canoniquement associée au vecteur v, et soit C’ la matrice-colonne de ce
méme vecteur v relativement & la base B.
D’apres la formule de changement de base : C = PC’, ou encore ¢! = P~1C.

1 -2
Ona:C=[2],il suffit de calculer P~1C = | —1
1 4
Dans la base B, le vecteur v a pour coordonnées (—2, —1,4), c’est-a-dire : | v = —2u; — us + 4ug.

Exercice 8 : Toute famille libre peut se compléter en une base.

1.

JF est une famille libre.

Les 2 vecteurs constituant F sont clairement non colinéaires, donc | F est une famille libre de R3. ‘

Construire une base en complétant F

Nommons v = (1,1,-1) et v = (1,2, 1).

Il y a de nombreuses maniéres de faire. On peut essayer au hasard, en posant par exemple ¢ = (1,0, 0)
(le premier vecteur de la base canonique) et en vérifiant si rg(u, v, w) = 3, ce qui est assez immédiat.
Si par malheur on trouve un rang de 2, alors on prend j = (0,1,0) le deuxiéme vecteur de la base
canonique, et on essaie & nouveau... En cas d’échec, alors k = (0,0, 1) conviendra.

Exercice 9 : Egalité de deux s-ev

En général, on peut montrer ’égalité de deux ensembles par double-inclusion :

A=B& (ACBetBCA)

Lorsqu’on travaille avec des s-ev, on peut aussi considérer les dimensions :
Soient F} et Fy deux s-ev d’un méme espace vectoriel, tels que dim(F;) = dim(Fy).

Alors

P CFh e,k s F=F.

Ce qui donne ici : Soient F; = Vect(uy,us) et Fo = Vect(vy,va).

u1, Uz sont non colinéaires, donc ils forment une famille libre.

De plus, par définition, (u1,us) engendre F donc (uq,us) est une famille génératrice de F;.
Etant libre et génératrice de F1, la famille (u1,us) est une base de Fj.

card(uy, uz) = 2 donc dim(Fy) = 2.

De méme, v1,v9 sont non colinéaires donc ... donc dim(Fy) = 2.

F} et F5 ont méme dimension, il suffit donc de montrer que 'un est inclus dans 'autre.
Remarque : Fy et Fy sont des plans vectoriels de I'espace R2.
3a+5b=2
Cherchons a,b € R tels que : u; = avy + bvy. On doit résoudre : { 7a = 3
—7b=-1
. . S 1 . 1
ce qui donne immédiatement : a = 2 b= 2 soit uy = ?vl =+ ?7)2.
3c+bd=1
Cherchons ¢,d € R tels que : us = cvy + dvs. On doit résoudre : ¢ 7c = —1
—7d = -2
. . . 1 2 1
ce qui donne immédiatement : ¢ = ——, d = —, soit ugs = —?vl + ?vg.

u1, Uz sont des combinaisons linéaires de vy, ve, donc par définition : uy, us € Fb.
D’apres le cours, on en déduit : Vect(u1, us) C Fa, c’est-a-dire Fy C Fs.

Vu Dégalité des dimensions, on peut conclure : ‘Vect(ul, uz) = Vect(vy, v2). ‘




Autre méthode (mais avec plus de calculs) : on détermine une équation cartésienne de chacun
des plans Fi et F5, puis on montre que ces équations sont équivalentes.
On doit alors trouver une équation équivalente & : 7z — 3y + 5z = 0.

Exercice 10 : Dimension d’un s-ev

F = Vect(u,v,w) est un s-ev de R3, donc de dimension d € [0, 3].

Puisque u,v sont non colinéaires, dim(F') > 2. On a donc dim(F) = 2 ou 3.

dim(F) =3 & F = R3 & (u,v,w) est une base de R3.

En revanche si dim(F) = 2, alors (u, v) est une base de F' (famille libre et de cardinal 2).

11 suffit donc de s’intéresser au rang de la matrice M canoniquement associée a la famille (u, v, w) :
e sirg(M) = 2, alors F' est de dimension 2 et de base (u,v),

e si rg(M) = 3, alors F = R?, de base (u,v,w) (ou encore : de base canonique).

1 -1 =2 1 -1 =2 1 -1 =2
rg| 2 8 1 =rg| 0 10 5 =rg| 0 2 1 =2
1 1 -1 0 2 1 0 0 0

Conclusion : ‘ F est de dimension 2, et de base (u,v). ‘

Exercice 11 : Intersection de deux hyperplans de R*

1. (u,v,w) n’est pas une base de R*  car dim(R*) = 4, alors que card(u,v,w) = 3.

2. Equation cartésienne de E = Vect(u, v, w) r=a+b+ec
(z,y,2,t) € E< Ja,b,c e R, (z,y,2,t) = au+bv + cw < Ja,b,c € R, y=a
z=—c
t=—-a—>b

On vient d’écrire un systéme d’équations paramétriques de F’
(les réels a, b, ¢ sont les parametres).
11 faut éliminer les parameétres pour obtenir une (ou des) équation(s) cartésienne(s).

T = b—z
C’est rapide ici, puisque a = y et ¢ = —z, il reste : {t vt donc b= —y—t

et finalement : | £ a pour équation cartésienne x + z +t = 0. ‘

3. F d’équation © +y — 2+t = 0 est un s-ev de R*
L’équation définissant F' est linéaire et homogene. F' est donc un s-ev de R*.
4. Basede ENF
Soit G = ENF. Alors G est un s-ev de R* en tant qu’intersection de deux s-ev.

. L - z+z+t=0
G a pour systeme d’équations cartésiennes : { (S)

r+y—z+t=0

y—22=0

t=0 = —z—t
On résout ce systeme : (5) & {x—i—z—i— & {x 22
y=2z

On a exprimé x,y (inconnues principales) en fonction de z,t (variables libres).

On peut choisir arbitrairement : z = 1,¢ = 0, qui donne v; = (—1,2,1,0), puis z = 0,¢t = 1, qui
donne vy = (—1,0,0,1).

v1 et vg sont deux vecteurs non colinéaires de G. Ainsi, dim(G) > 2.

E et F sont différents de R*, donc dim(E) < 3 et dim(F) < 3.

Par ailleurs, G # E et G# F,car E ¢ F ni F ¢ E, donc dim(G) < dim(FE) et dim(G) < dim(F').
On a donc : 2 < dim(G) < dim(E) < dim(R*) = 4, et 2 < dim(G) < dim(F) < 4.

La seule possibilité est donc : dim(G) = 2, dim(F) = dim(F') = 3.

(v1,v2) est libre dans G, et de cardinal 2. Conclusion : ‘ (v1,v2) est une base de G. ‘




Exercice 12 : Rang d’une famille de vecteurs paramétrés

Les deux questions n’en sont qu’une seule : soit r le rang de la famille (uq,ug, us, uy).
Alors r = dim(Vect(u, ug, us, uyq)) et (ug,us, us, ug) est libre si et seulement si r = 4.
Il suffit donc d’étudier la valeur de r selon la valeur du parametre m.
Soit M, la matrice canoniquement associée & (u1, ua, us, Ug).

m 1 1 1

1 m 1 1
M,, = 1 1 m 1 On a donc :
1 1 1 m
1 1 m 1 1 m
_ 1 1 m 1 _ 0 0 m—1 1-m . )
rg(M,,) =rg I m 1 1 =rg 0 m—1 0 l—m puis Ly < Ly+ Lo+ L3 :
m 1 1 1 0 1-m 1-m 1-—m?
1 1 m
B 0 0 m-1 1—m
rg(Mm) =g 0 m-1 0 1-m
0 0 0 3 —2m — m?
1 1 1 1
. 0 0 0 O
Premier cas : m =1 Alors rg(M;) =rg 00 0 0 =1.
0 0 0 O

Deuxieme cas : m # 1 alors m — 1 est un pivot.

1 1 m

On échange Lo et Ls : rg(M,,) =1g 0 m—1 0 L—m
0 0 m—1 1-m
0 0 0 3—2m —m?
Onrésout : 3 —2m—m?2=0&m=1oum= —3.
* premier sous-cas : m = —3
1 1 -3
Alors rg(M_3) =rg 0 0 4 =3
0 0 0 0

* deuxieéme sous-cas : m # —3  Alors on a quatre pivots, donc rg(M,,) = 4.

Conclusion : | Sim € R\ {1, -3}, alors uy,ug, us, ug sont linéairement indépendants (ie : libres),
sim = 1, alors Vect(uy,us, us, uyq) est de dimension 1,
si m = —3, alors Vect(uy, us, us, uyq) est de dimension 3.

Exercice 13 : Trop de vecteurs ? Famille liée!

dim(R*) = 4 donc toute famille de cardinal strictement plus grand que 4 est liée.

Exercice 14 :

1. |dim(F) = 2|: car u et v sont non colinéaires. Ils forment une base de F.

2. |dim(G) = 2| : car v et w sont non colinéaires.
3. Vect(v) C FNG C F.
F NG C F est vrai quels que soient les ensembles F' et G.
v € F donc Vect(v) C F. De méme, v € G donc Vect(v) C G.
On en déduit que Vect(v) C FNG.
4. Dimensions possibles de FN G
Vu les inclusions précédentes, dim(Vect(v)) < dim(F N G) < dim(F).
On obtient donc : ‘ 1<dim(FNG) <2 ‘




5. u¢ G

u € G < u est combinaison linéaire de v, w, donc si et seulement si : Jda,b € R, u = av + bw.

l=a+0b a=1
u=av+bw s 1=-2a+30 & <b=0 : systéme incompatible.
l=a -2=1

Donc u n’est pas combinaison linéaire de v, w, donc

6. Basede FNG
u ¢ G montre que F' ¢ G donc que FNG # F. Ainsi dim(FNG) < dim(F), donc ‘ dim(FNG) =1. ‘

Or Vect(v) C FNG et dim(Vect(v)) = 1, donc ‘ F NG = Vect(v), de base {v}. ‘

Exercice 15 : Intersection de trois s-ev

1. Représentation paramétrique puis cartésienne de F
Soient u; = (—3,2,1),us = (—5,3,2) € R®. On pose F = Vect(uy,us).

z=—-3\A—5u
F est donc défini par le systéme d’équations paramétriques : { y = 2\ + 3u (\,u) € R?
z=A+2u
On élimine les parametres A, i pour trouver une équation cartésienne de F :
A2u==2 A2u==2 A2u==2
22+ 3pu=y S —u=y—2z S{—pu=y-—2z
—-3\—-bu== w=x+3z O=x+y+=z

Ce systeme est compatible lorsque I’équation auxiliaire est vérifiée,

donc ‘ F' a pour équation cartésienne : x +y + z = 0.

On pose u = (a,1,1) aveca € R. Alorsu e F&a+14+1=0a=-2.

2. (a)u=(-2,1,1)eGecar2(—2)—1+5=0 etuec Hcar —2—1+3=0.

r+y+2=0 r+y+2=0 r+y+2=0
T = -2z
(b) () 2z —y+52=0 <<-3y+32=0 <{y—2=0 @{
=z
Z—y+32=0 2y 42:=0 0=0 Y

(c) Le systéme (S) est un systéme d’équations cartésiennes de F NG N H. On a donc :
FNGNH= {(—2z,z,z) eR3,z € R} = {z(—2, L1)eR3 2z € R} = Vect(—2,1,1)
En conclusion : ’ FNGNH = Vect(u). ‘




