Applications linéaires



Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

I Définitions, premieres propriétés
1 Application linéaire



DEFINITION

Soient (E,+,-) et (F,+,-) deux K — ev. On considere f: E - F.
On dit que f est une application linéaire de E dans F' (ou morphisme) lorsque :

o Vu,ve E, f(u+v)=Ff(u)+ f(v);
o Vue E.VAeK, f(Au)=Af(u).

L’ensemble des applications linéaires de F¥ dans F' est noté Lk (F,F') ou simplement L(E, F).




Cas particuliers :

e Si f:FE — F est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme.

e Si f: E — FE est linéaire, on dit que f est un endomorphisme.
Leur ensemble est noté Lk (F) ou simplement L(FE).

e Si f: E — E est linéaire et bijective, on dit que f est un automorphisme.
Leur ensemble est noté GLk(FE) ou simplement GL(F).



Exemples :
e On sait qu’une fonction f : R - R est dite linéaire lorsqu’il existe une constante a telle que :

VreR, f(z) = ax.



E—-FE
e Soit k£ € K. L’application Ay : { —>k est appelée homothétie de F de rapport k.
x - kx

hi est un endomorphisme de E. Si k # 0, alors h; est de plus un automorphisme de FE.



R’ > R’ : : . 4 s 9 3
o f: est une application linéaire de R“ dans R"°.
(3:7 y) = (ZB + 2:‘/7 —Z, 3y)



De facon générale : toute application de K" dans K?” dont ’expression est du type :

n n
f(zla"')xn) = (Z a1,kLk 5 ", Z a'p,kmk)
k=1 k=1

ou Vie [1,p],Vj € [1,n], a;; € K, est une application linéaire de K" dans KP?.




K" - K
e Soit 7€ [1,n]. Alors p; : { ” est une application linéaire de K" dans K,

(z1,22, Tn) * appelée projection sur la 1*° coordonnée.
Quand l’ensemble d’arrivée de 1’application linéaire est K, on parle de forme linéaire.



{Coab |-R

/- / est une forme linéaire sur C°[a, b], le R-ev des fonctions continues sur [a,b].



est un endomorphisme de I’ensemble des fonctions réelles infiniment dérivables.

) d:{C“(R) ~C*(R)
fef



CADRE DU CHAPITRE : Nous n’étudierons par la suite que des applications linéaires de K" dans KP?,
ou n, p sont des entiers naturels. Dans toute la suite, £ et F' désignent donc respectivement K" et KP?, les
résultats restant valables pour des espaces vectoriels quelconques (éventuellement de dimension infinie).



2 Caractérisation

PROPOSITION
Soit f: E — F'. Alors f est linéaire si, et seulement si :

Vu,ve E,V\,u e K, f(Au+pv)=Af(u)+puf(v).




PROPOSITION
Soit fe L(E,F). Alors :

® f(OE) =0p. . .
® V/\l, "',)\q € K, Vul, "y Ug € E, f (z /\zuz) = Z )\Zf(uz)
1=1 1=1

Par contraposée : si f(0g) # O, alors f n’est pas linéaire.




3 Ensemble d’applications linéaires

L(E, F) est I’ensemble des applications linéaires de E vers F'.
L(FE) est ’ensemble des endomorphismes de E.

GL(E, F) est ’ensemble des isomorphismes de FE vers F.
GL(FE) est 'ensemble des automorphismes de F.



PROPOSITION

| L(E, F) est stable par combinaisons linéaires.

On retient :

Si f et g sont linéaires, si A\, u € K, alors Af + ug est linéaire.

L(E,F) et L(F) sont des K-ev



4 Composition d’applications linéaires

PROPOSITION
e La composée d’applications linéaires est une application linéaire.

e Si f est un isomorphisme, alors f~! est une application linéaire.



COROLLAIRE
e LLa composée de deux isomorphismes est un isomorphisme.

e La réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.



II Noyau et image d’une application linéaire

1 Images directes et réciproques d’un s-ev par une application linéaire



PROPOSITION

On retient :

Soient F, F, deux K-ev, et f e L(E,F).
e Pour tout s-ev E; de E, ’ensemble f(FE;) est un s-ev de F.
e Pour tout s-ev F; de F, I’ensemble f~!(F}) est un s-ev de E.

Les images directes et réciproques de s-ev par une application linéaire sont des s-ev.




2 Noyau et image d’une application linéaire

DEFINITION

Soient F, F', deux K-ev, et f € L(E, F).

¢ On appelle noyau de f, et on note Ker(f) ’ensemble des vecteurs de E d’image Op.

Kerf={ueE, f(u)=0r}=f"({0r})

e On appelle image de f, et on note Im(f) ’ensemble des images par f des vecteurs de E.

A retenir :

Imf={veF, FuekE, v=[f(u)}=[f(F)

Déterminer le noyau d’une application linéaire f, c’est résoudre ’équation f(u) = 0.




PROPOSITION
Soient F, F, deux K-ev, et f € L(E,F).

e Ker f est un s-ev de E.

e Im f est un s-ev de F..



3 Injectivité et surjectivité des applications linéaires

PROPOSITION
Soient F, F' deux K-ev, et fe L(E,F).

e f est injective < Ker f ={0g}.

e f est surjective < Im f = F..



III Action d’une application linéaire sur une base

1 Image d’une base par une application linéaire



THEOREME

Soient E et F' deux espaces vectoriels. On suppose que B = (eq,...,e,) est une base de F.
Alors pour tout n-uplet (by,---,b,,) de F'", il existe une unique application linéaire f € L(FE, F)
telle que, pour tout i € [1,n], on ait : f(e;) = b;.

On retient :

Une application linéaire est entierement déterminée par son action, par ailleurs arbitraire, sur une base.




Exercice :
Soit B = (e1,e2) la base canonique de R?. On considére I’application linéaire f € L(R?% R?) telle que
f(e1) =(2,5,0) et f(ez) =(~1,1,4). Déterminer alors f(u) pour u = (2,-1) e R?.



Remarque : tel qu’il est formulé (et en accord avec le programme de premiere année), le théoréme impose
que ’espace vectoriel E soit de dimension finie. Il est cependant encore vrai méme si £/ est de dimension
infinie, du moment qu’on en connait une base et qu’on connait ’image de cette base par f (c’est-a-dire

les images par f de tous les vecteurs de cette base).



2 Rang d’une application linéaire

PROPRIETE
Soit fe L(E,F). Soit B=(e1,...,e,) une base de E. Alors :
e f est injective si, et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une famille libre de F';
e f est surjective si, et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une famille génératrice de F';
e f est bijective si, et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une base de F'.



On a de plus : e f injective implique : ou bien F' est de dimension infinie,
ou bien F' est de dimension finie et dim F < dim F';
e f surjective implique : F' est de dimension finie et dim £ > dim F';
e { bijective implique : F' est de dimension finie et dim £ = dim F'.



Ezemples : il n’existe aucune injection ni bijection de R* dans R>, mais il existe des surjections.
Il n’existe aucune surjection ni bijection de R? dans R°, mais il existe des injections.
Il existe une bijection de R"™ dans R? si et seulement si n = p.



DEFINITION
Soit fe L(E,F).

On appelle rang de I'application linéaire f, et on note rg(f), la dimension du s-ev f(F).
Si B=(ey,...,e,) est une base quelconque de E, alors rg(f) =rg(f(e1),..., f(e,)) =dim (Im f).




3 Théoréeme du rang
THEOREME Théoréme du rang

Alors : dim (Ker f) + dim (Im f) = dim E, ou encore :

Soit f € L(E,F) ou E est un espace vectoriel de dimension finie.

dim (Ker f) + rg(f) =dim F |.




4 Conséquence

Cas ou dimFE =dim F' :

Soit fe L(E,F).

Si dim F =dim F', alors : f injective < f surjective < f bijective.




Attention : le résultat est faux pour les endomorphismes en dimension infinie.
Contre-exemple : on pose E = C*(R) ’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur R.
Soit d € L(F), définie par Vf € E, d(f) = f', qui est bien une application linéaire.

Alors Ker(d) ={f e E, f' =0} = Ry[X] # {0} donc d n’est pas injective.

Mais d est surjective, car toute fonction f € E' possede une primitive F', donc d(F') = f.



IV Représentations matricielles (£ et F' de dimensions finies)
1 Matrice d’une application linéaire



DEFINITION

Soit f e L(E,F). Soient B = (ey,...,e,) une base de E et B’ = (e}, ...,e;) une base de F'.
On appelle matrice de ’application linéaire f dans les bases B et B’ la matrice de la famille

(f(e1),...,f(en)) dans la base B'. On la note Matg g/ (f).
Matss s () = Mat: (f(e1), ., f(en) € Myn(K)

A11 A12 " Aln
A2.1 A22 *** Ao

/
p

Ma,tB,B,(f) = <~ V1€ [[1,77,]], f(ez) = /\1,i.6,1 + e+ /\W-.e

)‘p,l /\p,2 )‘p,n




Cas particuliers :

e Si f est un endomorphisme de E, on note Matg(f) au lieu de Matp g(f). C’est une matrice carrée.
e Si f est une forme linéaire (p = 1), la matrice de f est une matrice-ligne.

e Soit F un espace vectoriel de dimension n, et muni d’une base B. Alors Matg(Idg) = I,

Ezxemple R2 _ R3
{ et B, B’ les bases canoniques de R? et R?.

Soient f:
otent J (z,y) » (x+y,2z-y,3y)



PROPOSITION
‘ Soit f € L(E,F'). Alors pour toutes bases B,B"' de FE et F, on a : rg(f) =rg (Ma,tB,Br(f)).

En pratique : on détermine la dimension de Ker f et on trouve rg(f) d’apres le théoréeme du rang.




2 Image d’un vecteur par une application linéaire

PROPOSITION
Soient E, ' deux K-ev de bases respectives B et B’.

On considere f € L(E,F) et u e E. Alors :

Matp (f(u)) = Matp g/ (f) Matg(u)




R2—>R3

(z,y) » (z+y,2z - y,3y)
On pose u = (5,-2) € R?. Déterminer f(u) de deux manieres.

Exercice : Soit f: {



3 Application linéaire canoniquement associée a une matrice

DEFINITION
Soit A = (a;,;) € M, n(K).

On appelle application linéaire canoniquement associée a A ’application f4 € L(K", KP)
définie par : K" _s KP Y1 X1
fa: :

ou| : |=A]| :
(CIIl,...,fI;n)'—)(y17°°°7yp) Yp Ln

Sa matrice dans les bases canoniques B et B’ de K" et K? est A.




4 QOpérations sur les matrices
Somme, produit par un scalaire : Soient f,g € L(E, F'), B, B’ des bases de E et F', soit A € K. Alors :

o Matg p'(f +g) =Matg p(f) + Matp s (g) ;
e Matg p/(Af) = AMatg s (f).




Composée d’applications linéaires : Soient F, F, G des espaces vectoriels de bases finies B, B’, B”.

On considere fe L(E,F) et ge L(F,G). Alors : | Matg g#(go f) = Matp g(g) x Matg g ( f)

En particulier, si f est un endomorphisme de E et si k € N, alors : Matg(f*) = (Matg(f))".
Remarque : f* désigne ici la composée k*™¢ de f par elle-méme.



Remarque importante :
la définition méme du produit matriciel (compliquée on s’en souvient) a été pensée précisément pour cela.

Une composée d’applications linéaires correspond a un produit matriciel.




Réciproque d’un isomorphisme

THEOREME
Soient E, F' des K-ev de dimensions finies et de bases B, B’. On considere f € L(FE, F).

Alors f est un isomorphisme si et seulement si Matg p/(f) est inversible.

Dans ce cas, dim E = dim F et [ Matg g(f™') = (MatB,Bf(f))_l




5 Matrice de passage
PROPRIETE

Alors la matrice de passage de la base B a la base B’ est :

Soit E un K-ev de dimension finie, muni de deux bases B et B’.

Pg g = Matpg g(Idg) |




6 Changement de base

THEOREME Formule de changement de bases pour une application linéaire
On considere :
E un K-ev de dimension finie muni de deux bases B et B’. On note P = Pg p.

F' un K-ev de dimension finie muni de deux bases C et C’'. On note Q = P¢ ¢.
Soit fe L(E,F). On note A=Matgc(f) et A" =Matp ¢/(f). Alors :

A =Q AP




COROLLAIRE Formule de changement de bases pour un endomorphisme
On consideére :
E un K-ev de dimension finie muni de deux bases B et B’. On note P = P p:.

Soit f € L(F). On note A =Matg(f) et A" =Matg/(f). Alors :
A'=P'AP




3 1

Exercice : Soit A = (_1 o

) ¢ M3(R). On consideére B = ((1,1),(-1,2)).

1. Donner ’expression de 1’application linéaire f € £L(R?) canoniquement associée & la matrice A.
2. Vérifier que B est une base de R?, écrire la matrice de passage P de la base canonique a la base B.
3. Déterminer P~ 1.

4. En déduire la matrice A" de f dans la base B.



