BCPST 1B, 2024/2025

Corrigé du DM n°8

Exercice 1 : Etude d’un endomorphisme de R?

la) Rang, image et noyau de f 2 1 [

Le rang de f est le rang de A. On repére 3 pivots : A = 0 0 |[donc

0 0
Puisque f est un endomorphisme de R?, on en déduit que f est bijectif, donc ‘ Ker f = {0} et Im f = R3. ‘

1b) Une factorisation utile

On repere que 1 est racine de @, qui peut donc se factoriser par (z—1) : on peut écrire Q(z) = (z—1)R(x)
avec R de degré 2 : R(x) = azx? + bz + c.

Par examen des coefficients dominants : a = —1, et par examen des termes constants : ¢ = 2.

Les termes de degré 2 valent 222 dans Q(z) et (1 +b)z? dans (z - 1)R(z), donc b = 1.

Ainsi, Q(z) = (x - 1)(~z? + z + 2).

On poursuit en utilisant le discriminant A de R(x) (ou en repérant d’autres racines évidentes).

On obtient au final : ‘Q(m) =—(z-1)(z+1)(z-2). ‘

1c) Spectre de f

Soit A € R. La matrice canoniquement associée a ’endomorphisme f — A\Id est A — Al3, ou I3 désigne la

2-X2 1 -2
matrice-identité de taille 3. La question est donc d’étudier le rang de la matrice A—\I3 = ( 1 -2 0 )
0 1 =X\
2-1 1 -2 0 -A2+2\+1 -2 0 0 Q)
rg “A 0 |=1g -A 0 f=rg|[1]-2 0 | ow @) =-N+2)22+r1-2.
0 1 -\ 0 -\ 0 -\
Le rang de f — AId vaut donc 2 si Q(\) =0, et 3 sinon.
D’apres la question précédente, Q(A) =0« A=1,-1 ou 2.
Conclusion : ‘si Ae{-1,1,2}, alors rg(f - AId) = 2, et sinon rg(f - AId) = 3. ‘

Remarque : Uensemble {-1,1,2} est appelé le spectre de f (voir 'année prochaine).
1d) Base de Ker(f - A\Id), pour X élément du spectre de f.
* A =1. On résout (f -1Id)(z,y,2) = (0,0,0), pour un vecteur (z,y,2) € R3, donc : f(z,y,2) = (z,y, 2).

20+y—-2z=x
flr,y, 2) =(x,y,2) & {x=y < x =y =z Alnsi, ‘Ker(f—ld) = Vect(u), ot u = (1,1,1) ‘
y==z

*A =-1. On résout (f +1d)(z,y,z) =(0,0,0) donc f(z,y,2) =-(z,y, 2).

20 +y-2z=-x

flx,y,2) ==(2,y,2) = {x=—y c}{x:z .Ainsi,‘Ker(erId):Vect(v), oﬁvz(l,—l,l)‘.
y=-z e

*A =2. On résout (f -2Id)(z,y,z) =(0,0,0) donc f(z,y,z) =2(z,y, 2).
20 +y -2z =2x

flr,y, 2)=2(x,y,2) = {x=2y {x =4z . Ainsi,‘Ker(f - 2Id) = Vect(w), ot w = (4,2,1) ‘
y=2: Yy =2z

2a & b) Une nouvelle base de R? 11 4

Soit B la famille (u,v,w). Alors la matrice de la famille B dans la base canonique est : P = (1 -1 2).

111

1] 1 4 (1] 1 4

On étudielerangde P:rg| 1 -1 2|=1rg| 0 -2 | = 3, donc P est inversible et ‘ B est une base de R3. ‘

1 11 00

La matrice P est donc la matrice de passage de la base canonique a la base B.

2c) Inverse de P
P est inversible car ¢’est une matrice de passage d’une base & une autre (on vient de voir que rg(P) = 3).




On reprend I’échelonnement de P, en répétant les opérations sur la matrice I3 :

1 4|1 0 0 1 4
I -1 2/0 1 0=l 0 -2 -2
1 1 1/0 0 1 0 0 -3
1 0 |-1/3 0 @ 4/3
| o 0| 1/6 -1/2 1/3 |«
0 0 /3 0 -1/3
-1/2
Conclusion : Iinverse de P est P~ = 1/6
1/3

2d) Image par f des vecteurs u,v,w

1 0 0 1
-1 1 0 |«f o
-1 0 1 0 0
0 0 |-1/2 12
0 0| 1/6 -1/2
0 0 /3 0
12 1
-1/2  1/3
0 -1/3

4 1
1]1/2

1/3
1

1/3

-1/3

0
~1/2
0

0
0
-1/3

D’apres la question 1d), u, v, w engendrent respectivement Ker(f —Id),Ker(f +Id) et Ker(f - 2Id),

donc ’ fu)=u, f(v)=-v, f(w)=2w. ‘

2e) Matrice de f relativement & la base B

D’apres la question précédente, Matg(f) =

D

SO =

0
-1
0

N OO

= Diag(1,-1,2).

2f) Expression de A en fonction de D

D’apres la formule de changement de bases : | A= PDP~L.

2g) Expression des puissances de A

Par récurrence immédiate : ‘ VneN, A" = PD"P!, ‘

3a) Une expression de f3= fofof

On calcule A% -24%2 - A=PD3P~' -2PD?*P' - PDP~' = P(D?-2D?- D)P!

Ainsi, A3 - 242 - A= P(-2I3)P~! = —=2PP~

donc A% =24% + A~ 21, soit | f* =2/ + [ - 21d. |

3b) Expression de ’inverse de A

d’apres 2g
Le calcul de D3 —2D? - D est rapide (matrice diagonale), et on trouve : D3 —-2D? - D = -2I3.
-21;.

La relation précédente donne : A% —2A4% — A = 213, donc A(A? - 24 - I3) = -2I3,
et finalement A (—%(A2 -2A- Ig)) =I3. Cette relation est de la forme AB = I3 donc prouve que A est
inversible (on le savait déja) et que B est l'inverse de A.

1 1
Conclusion : | A7 = —§A2 +A+ 513.

3c) Expression de A" en fonction de I3, A et A?

Soit n € N. On note P,, la propriété : « il existe an,bn,cn € R tels que A" = a, I3 + by, A + ¢, A? ».

+ Initialisations pour n=0,1,2 :

AV =T3=1xI3+0x A+0x A? donc Py est vraie, avec ag = 1, by = cg = 0.
Al =A=0xI3+1xA+0x A% donc P; est vraie, avec a1 = ¢; =0, by = 1.
A?2=0xI3+0x A+1x A% donc P, est vraie, avec as = by = 0, ¢5 = 1.



* Hérédité a partir de n = 0. Soit n > 0. Supposons P,, vraie.
Alors A" = A.A" = A(anI3 + by A + ¢, A?) d’apres P,
=apA+b, A% +c, A% = a, A+ b, A% + ¢, (242 + A-213), d’apres la question 3a),

Qpy1 = —2Cn

= -2cp 13+ (an + cy) A+ (b, +2¢,) A%, donc P, est vraie, avec | bp.1 = an + ¢y
Cn+1 = by, + 2¢,,
* Conclusion : P, est initialisée au rang n = 0 et héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de raisonnement par récurrence, elle est vraie pour tout n > 0 donc
’ VYneN, Ja,, by, cn € R, A" = I35 + by A + ¢, A2. ‘

3d) Expression pour D"
Pour tout n € N, D" = (P AP)" = P'A"P = P~ (a, I3 + b, A + ¢, A>) P d’aprés 3c)
= 4,P [P+ b,P"' AP + ¢,P"* AP | a, I; + b, D + ¢,D* = D".|
3e) Expressions de ay,, by, ¢,
D =Diag(1,-1,2) donc pour tout n € N, D™ = Diag(1, (-1)",2").
D’autre part, D? = (1,1,4) donc ¥n € N, a,,I3+b, D +c, D? = Diag(a, + by +Cn, @y —bp +Cpy @ +2by, +4c,,)
D’apres la question précédente, et par identification, on a :
l=a,+b, +c,

VneN,<(-1)"=a, -bp+c¢, . On résout ce systeme :

2" = a,, +2b, + 4c,

1 1 1
VneN, a, = 3 B+ (-1)"-2"), b, = 3 (1-(-D)"), et ¢, = 5 (271 + (-1)" - 3).

On peut vérifier qu’on retrouve bien avec ces formules :
CLO:1, b():O, COZO
CL1:O, b1=1,0120
GQZO, bQZO, 62:1
1 1

et en remplagant n par —1 (ce que rien pour Uinstant ne justifie), on trouve : a_; = 2’ b_1=1,c1 = ~3

1 1
Or, on a vu que : A~ = 51'3 +A- §A2, donc ‘ la formule est encore valable pour n = -1.

‘ Exercice 2 : P,,;=XP, - P,

1. Pi(x)=aPy(z)-Pi(z)=1xz-0=2x
Py(x) =P (2) - P{(z) =2? -1
Psy(z) =xPy(x) - Py(z) =x(2* -1) -2z =2° -3z
Py(z) = xP3(x) - Pj(x) = v(2® - 3x) - (322 - 3) = 2* - 622 + 3
2. Py(z)=(z-1)(z+1)
Py(z) = 2(z - /3)(z +V/3)
Py(x) =t -6t+3 en posant t =22, A=(-6)2-4x1x3=24>0
t1:6_;/ﬂ:3—\/6ett2:3+\/6doncP4(x):(x2—3+\/6)(x2—3—\/6)

t1,t2 >0 donc : P4(m)=(x—\/3—\/6)(x+\/3—\/6)(x—\/3+\/6)(z+\/3+\/6)

3. Pour tout n € N, on pose Py, : " P,(z) = 2™ + Q,(x) avec deg(Q,) <n ”.
* Initialisation pour n =0 : Py =2 + Qg avec Qo = 0 donc deg Qg = —00 < 0. Py vraie.

* Hérédité a partir de n =0 : soit n > 0. On suppose P,, vraie.
Alors P, 1(x) = xPn(z) - Pl (z) = 2(2™ + Qn(x)) - (nz" ! + Q! (7))

= 2" + Qi1 (z) avee Quu1(z) = 2Qn(x) —nz™ ! - Q! (x)
Or, deg @, <n donc deg(zQn(z)) <n+1et deg@r,(z) <n—-1 donc deg@ni1 <n+1.
Ainsi, P41 vraie.
* Conclusion : d’apres le principe de récurrence, P,, est vraie pour tout n > 0.

‘Pour tout n > 0, le monéme dominant de P,, est x". ‘




4. Soit @ un polynome pair :

n
Q(x) = Z a,z®* car seuls ses monomes de degrés pairs sont éventuellement non nuls.
k=0

n

En dérivant : Q'(z) = ) 2k.a,z?* 1 qui n’a que des mondmes de degrés impairs, donc @’ est impair.
k=1

De fagon analogue, si @ est un polynéme impair :

n
Q(z) = Z apz?k*! car seuls ses mondmes de degrés impairs sont éventuellement non nuls.
k=0 "

En dérivant : Q'(z) = ). (2k + 1).a,z** qui n’a que des monémes de degrés pairs, donc Q' est pair.

k=0
5. Soit k€ N. On pose Qy, : 7 Py est pair, et Papyq est impair 7.

+ Initialisation pour k=0 : Py =1 est pair, P;(x) = 2 donc P; est impair. Ainsi Qp vraie.

+ Hérédité a partir de k =0 : soit k£ > 0. On suppose Qj, vraie.

Alors PQ(k+1)(—I’) = P2k+2(—l’) = (—JZ)PQk+1(—$) - P2,k+1(—$).

Par hypothese de récurrence, Pai11 est impair, donc Pogy1(—2) = —Pogy1(2),

et Py, ., est donc pair d’apres 4), donc Py, ,(-x) = P;, ., ().

Il vient : Pogro(—2) = (=2) (= Pogs1(2)) = Poyyy (7) = 2 Poks1(x) = Pojyy (7) = Pogsa(2).

Ainsi, Psp.o est pair.

De méme : Popi3(—2) = () Pogso(—2) — Pl o(—2), avec Popyo pair donc

Popio(—2) = Popso(2) , et Py, o impair d’apres 4) donc Py, (-z) = —Pj, . o(x).

Ainsi, Pogr3(=) = (—=2) Pags2(2) = (= Popyo (7)) = —2Pops2(x) + Poy 5 (2) = = Popas ().

Ainsi, Psj.3 est impair. Ceci montre que Q.1 est vraie.

* Conclusion : d’apres le principe de récurrence, Qy est vraie pour tout k > 0.

‘Pour tout n € N, si n est pair alors P, est pair, et si n est impair, alors P, est impair. ‘




