TD Polynémes BCPST 1B, 2024/2025

Exercice 4 : Factorisations diverses

‘ *T(x) =8+ 23 +1 ‘ On pose T(z) = 22 4+ x + 1, de sorte que : T'(z) = T(x3).
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On factorise T, de degré 2, & I'aide de son discriminant : T(z) = (z — j)(z — J), ol j = —= 4+ —.

On a donc : T(x) = (2 — j) (23 — 7).
Pour factoriser (22 — j), on en cherche les racines en résolvant dans C I’équation : 23 — j = 0.
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Sous forme exponentielle, 2 = re'? et j = e . L’équation s’écrit : (Tele) =e3 (1)

3
; i r° =1 r=1
(1) & rd3edi? = " o 9 & 5 ok
30 =5 +2kn, keZ 0= +=5% kel
On obtient 3 racines distinctes dans C, pour k = 0,1 ou 2.
Pour les autres entiers k, on retrouve ces mémes racines, avec un argument décalé d’un multiple de 2.
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A1ns1:x3—]:<x—69)(a:—es)(x—e 9 )

On obtient : 23 — j = (x — e_%) (a: —e” 83”) (x —e o ), en appliquant le conjugué.
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Dans C, il vient donc : T'(z) = (x - 62?) (x —e éﬂ) (x —e 49”) (m - 6*257) (x - 6’837() (;v - e*%).
Pour obtenir une factorisation dans R, on regroupe 2 & 2 les facteurs conjugués, en utilisant :

Vz € C, (x —2)(x —2) = 22 — 2Re(2)x + |2|2,

et en particulier si z = €'? : (a: — ew) (a: — e_w) =22 — 2cos(p)x + 1.
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Conclusion : | T(z) = (xQ — 2cos (;) T+ 1) (332 — 2cos <(;r> x + 1) (acQ — 2cos (97T> x + 1).

Remarque : on écrira cos(4m/9) plutét que cos(14w/9).
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Remarque 2 : on a factorisé T en un produit de 3 trinémes de discriminant strictement négatif.

Remarque 3 : si on développe la forme factorisée, on retrouve bien str ’expression du départ, donc

en notant a = cos(27/9),b = cos(87/9) et ¢ = cos(4n/9) :

T = 25—2(a+b+c)z®+ (3+4ab+4ac+4bc)x* —4(a+b+c+2abe)x + (3+4ab+4ac+4be)x® —2(a+b+c)r+1
a+b+c=0

donc par identification des coefficients, et apres simplifications : < ab + ac + bc = f%

—_1
abc = 8

‘*U(m):x4—|—x3+x2+x—|—l‘

5
z° —1
11 faut repérer une somme géométrique de raison z : si z # 1, U(z) = T
T —

On factorise ensuite expression U (x) = 2° — 1, en résolvant dans C I'équation z° = 1.
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On trouve les 5 racines distinctes avec k € [0,4] : z =1,¢e¢™5 ,e5 ,e5 oue's .
81

Ainsi, U(z) = (z — 1) (m—e%) (x—e%) (m—e%) (x—e 5”).

Et puisque U(z) = g(_xi, il vient : U(z) = (ac - e%) (:r—e%”) ((E - eﬁgﬁ) (x—engr).

On regroupe les facteurs conjugués 2 a 2 pour faire apparaitre la factorisation dans R :

Uz) = <x2 — 2cos <2;) x+1> (352 — 2cos <457T> T+ 1)

Remarque : en développant, on a les valeurs exactes de cos(27/5) et cos(4w/5)  (voir exercice 2, DS3).

‘ x* V(z) =22°+i € C[X]. ‘ On cherche a le factoriser dans C, en cherchant ses racines :
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V(z)=2 (x — Q_ée_%) (:B — 2_%(2%) (m— 2_%673) (CL‘ - Q_ée%) (m— 2_%6_321”) (1; — 2 6e 12

Exercice 12 : Un résultat hors-programme.
Soit P un polynome a coeflicients réels.



Soit z une racine complexe de P de multiplicité m € N*.
On sait alors que : P(2) = P'(2) =...= P U(2) =0 et P (2)#0.
Par ailleurs, P(z) = P (Z) et de méme :

P'(z) = P' (%), P"(z) = P" (%),...,PM)(z) = P"™ (7).
En effet, les polynémes P/, P, ..., P{™ sont tous & coefficients réels.

Ainsi, P(2) = P'(Z) =...=P™ UZ)=0=0 et P™(z)#0.

Cela prouve que ‘ Z est racine de P de multiplicité m. ‘

Exercice 13 :

1. On pose R =P — Q. Alors deg(R) < max {deg(P),deg(Q)} donc deg(R) < n.
Par hypothese, Vi € [0,n], R(#) = 0.
Si R est non nul, alors R admet au plus n racines réelles car deg(R) < n.

Or on a trouvé (n + 1) racines pour R. Ainsi R = 0 donc

2. Vx € [0,1], 3t € [0, F], x = sin(t) car sinus est une surjection de [0, 7] dans [0, 1].

L’hypothése implique donc : Va € [0,1], P(z) = 0.

P possede donc une infinité de racines : ‘P est le polynéme nul. ‘

Exercice 14 :
1. Vn e Z, Q(nT) = P(nT) — P(0) = P(0) — P(0) =0 car P est périodique de période T.
Ainsi, @) possede une infinité de racines : c’est le polynéme nul.

2. On a donc montré : Vx € R, P(x) = P(0) : le polynoéme P est constant.

‘ Les seuls polynomes périodiques sont les polyndémes constants. ‘

Exercice 15 :
On pose R = P — Q. L’hypothése donne : R(0) = R'(0) = R”(0) = R®)(0) = 0.
0 est donc une racine au moins quadruple de R : 35 € R[X], R = X1S.

Or le polynome R est de degré inférieur ou égal a 3, donc S = 0. Ainsi,

Exercice 16 : Polynémes d’interpolation de Lagrange.

1. Cas n =2 : On a trois réels xg, 1, 2, distincts deux-a-deux.

X—le X—l‘g X—xo X—J)g X—JZO X—Z‘l
LO = ) Ll = ) L2 =
o — X1 o — T2 1 — Xo r1 — T2 To — X T2 — X1
2. Soit i € [0,n]. Alors L; est de degré n et Pensemble de ses racines est {zg,...,2n} \ {zi}.
Enfin, L;(z;) = 1. n
3. Notons S le polynéme S = ZLj -1

3=0
Tous les L; sont de degré n, donc leur somme est de degré au maximum n. Ainsi deg(S) < n.

D’autre part, Vi € [0,n], S(z;) = ZLJ'(:EZ') —1.
=0

Mais pour tout j # 4, Lj(z;) =0 et L;j(z;) =1 donc il vient : Vi € [0,n], S(z;) =1—-1=0.
Le polynéme S possede donc au moins (n + 1) racines, mais il est de degré < n.

n
Il est donc nul, et on conclut : Z L; =1
§j=0

4. Soit P un polynéme de degré au maximum n. Montrons que P est combinaison linéaire des L;.

n
Notons T le polynéme : T = Z P(xz;)L; — P.
i=0
Ce polynome est de degré au maximum n, en tant que somme de polynémes de degrés < n.

n
On évalue le polynéme T' en chacun des z; : Vj € [0,n], T(z;) = Z P(x;)Li(z;) — P(z;).
=0

Mais pour i # j, on a vu que L;(z;) = 0, et de plus L;(z;) = 1.
Il vient donc : T'(x;) = P(x;) x 1 — P(z;) = 0.



Ainsi, T posséde au moins (n + 1) racines distinctes. Vu son degré, c’est le polynéme nul.

Conclusion : | P = Z P(z;)L;.
i=0

Remarque : Etant donnés (n+ 1) réels distincts xq, ..., 2z, et (n + 1) réels quelconques yo, . .., Yy, alors
il existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal & n qui vérifie : Vi € [0,n], P(z;) = y;.

n
C’est le polynome : P = Z yiL;.
i=0
Graphiquement, si on consideére (n + 1) points du plan, d’abscisses deux-a-deux distinctes, alors il existe

une unique fonction polynomiale f de degré < n dont la courbe représentative passe par chacun des
(n+ 1) points. On dit que cette courbe ”interpole” les points.



