TD 23 Applications linéaires : corrigé BCPST 1B, 2024/2025

Exercice 1 : Reconnaitre des applications linéaires
o Vu = (z,y,2,t),v=(2,y,2,t') ER*, VA, u e R,on a:
frvw+ ) = O+ ', My + ') = My, y) + (' y') = M) + ufi(v) done | fi € L(RAR?). |

e £2(0,0,0) = (2,1,-2) # (0,0,0) donc | f» & L(R3).

Rappel : 'image du vecteur nul par toute application linéaire est le vecteur nul.

o Vu = (z,y,2,t),v=(2,y,2,t') ER:L, VA, u e R, on a:

f3s(u+ pv) = (Ao + pa’ + Ay + py’ — (X + pt') , Az + pa’ + Xy + py’ + Az + pz’ + X+ pt’

Ny + py' — Az +p2') + X+ pt’, Ax 4 pa’ + Ny + py’ — (A2 + p2’) + X+ pt')

=Ne+y—to+y+z+t,y—z+t,c+y—z+1)
+,u(x’+y’—t’,w’+y’+z’+t’7y’—z’+t’,x’+y’—z’—i—t’)
= M(u) + pf(v). Ainsi, | f3 € L(RY).

On retiendra :

‘ Si les coordonnées de f(u) sont linéaires par rapport aux coordonnées de u, alors f est une application linéaire.

... et on n’écrira plus de preuve comme ci-dessus !
fi1€ LR RY), fo € LR?) et fr € L(R? R?) ‘ vu ce qui précede.

hd f5(170) = (150)7 f5(071) = (1’0) et f5(171) = (2’ 1)
On a donc : f5(1,0) + f5(0,1) # f5((1,0) + (0,1)). Ainsi, | fs ¢ L(R?).

Exercice 2 : Composée d’applications linéaires

e f10 f3 € LR, R?) en tant que composée d’applications linéaires.
V’LL: (I,y72,t) ER47 on a: flof3(u) :fl(x+y—t,x+y+z+t,yfz+t,9:+yfz+t)
=@+y+z+t,c+y+z+1).

[ f40f6 S K(RB,R4)

Vu = (z,y,2) € R3, fi0 fo(u) = fa(x +2y,y,z + z), donc

faofo(u)= (B +2y)+y+3@@+2),v4+2y+2y—4(xz+2),y—3@+2),2(x+2y) —y+7(z+2)).
= (6:c+7y+3z, =3z +4y — 4z, —3x+y73z,9x+3y+7z).

Autre présentation : relativement aux bases canoniques de R?® et R*, on a :

12 0 o
MG = Mat(f(;) = 0 1 0 et M4 = Mat(f4) = 0 1 _3 s
1 0 1 9 _1 7
donc on obtient la matrice associée a fy o fg en effectuant le produit matriciel :
6 7 3
-3 4 -4 - ,
My Mg = 3 1 _3 | d’ou le résultat.
9 3 7

Exercice 3 : Etude de chaque application linéaire

L4 f1(337y727t) = (y,y) -0
x Ker f1 : u= (z,y,2,t) € Ker f; & {y—O donc Ker f1 = {(x,O,z,t) 6R4,x,z,t€R}

y= = {(1,0,0,0) + 2(0,0,1,0) + £(0,0,0,1),z,y, = € R}
Ainsi, | Ker f1 = Vect((l, 0,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, 1)) et dim Ker f; = 3.

* Théoréme du rang : 3 4+ rg(f1) = 4 donc |rg(f1) =1
« Im f1 : f1(0,1,0,0) = (1,1) et rg(f1) = 1 donc ‘ Im f; = Vect(1,1). ‘

* Ker f; # {Og+} et Im f; # R? donc ‘ f1 n’est ni injective, ni surjective. ‘

.f3(x7yaz7t):(‘T+y—t7x+y+z+tay_Z+t7x+y_z+t)

r+y—t=0
t=0
x Ker f3 : u= (z,y,2,t) € Ker f3 < T yitz +0 On peut résoudre sous forme matricielle :
— y—z+t=

r+y—z2+t=0



1 0 -1 10 -1 1] 1 0 -1
I 1t 1 1 |0 o0 2 || 0 o 2
0 1 -1 1 0 -1 1 o [1] -1 1
11 -1 1 0 0 -1 2 0 0 0

On a 4 pivots (rg(fs) = 4) donc le systéme est de Cramer. Etant homogene, il posséde une unique
solution : (0,0,0,0). Conclusion : ‘Ker f3 ={0Rra} et f3 est injective. ‘

* Puisque f3 est un endomorphisme de R4, alors f3 injectif implique f3 bijectif.

Ainsi : ‘rg(fg) =4 et Im f3 = R%. ‘ 1 1 0 -1

1 1
1

1

* Bijection réciproque : on détermine l'inverse de M3 = Mat(f3) = 1

-1

1
0
1

— =

0 0 -1 1
/2 1/4 1 —3/4
0 1/2 0 —1/2
~1/2 1/4 0 1/4

donc|V(z,y,z,t) € RY, fi (z,y,2,t) = (—z+t, 3z + Ly +2— 3¢, Ly — 1t Lot 1y + 11).

On trouve apreés caleuls : My ' =

o fu(x,y,2) = Br+y+3z,0+2y—4z,y—32,2x —y + 7z2)
3z+y+32=0
r+2y—42=0
y—32=0

20 —y+72=0

x Ker fy : u=(z,y,2) € Ker fy &

2 4 2 4 2 —4

3 01 3 || 0 =5 15| [0 0o 0 | _fJy=3

0o 1 -3 0 -3 0 -3 x=-2y+4z =22
2 -1 7 0 —5 15 0 0 0

donc Ker fy = {(—22,3z,2) € R®,z € R} = {2(-2,3,1),2 € R}. Ainsi,‘Ker fa = Vect(—2,3,1) et dimKer f4 = 1.

* Im f; : On a trouvé un systéme de rang 2, donc |rg(fs) = 2.
f4(1,0,0) = (3,1,0,2) et f4(0,1,0) = (1,2,1,-1).
Ces deux vecteurs appartiennent & Im f4 et sont non colinéaires. De plus, dim(Im f4) = 2.

IIs constituent donc une base de Im f4 : |Im f4 = Vect((3,1,0,2),(1,2,1,—1)).

* Ker f; # {Ogs} et Im f; # R* donc ‘ f4 n’est ni injective, ni surjective. ‘

e fo(z,y,2) = (v +2y,y,x + z) 42y =0

* Ker fs 1 u = (2,y,2) €Ker fs & ¢y =0 On résout facilement : ‘Ker fe =4(0,0,0)}. ‘
r+2=0

* Im fe : Ker fo = {Ors} et fe est un endomorphisme de R? donc ‘ fe est bijective et Im fg = R3. ‘

* Bijection réciproque : comme pour f3, on peut chercher 'inverse de la matrice associée a fg.

r+2y=a r=a—2b
Peut-étre plus rapide ici: ¢ y = b Sy=>b
r+z=c z=—-a+2b+c

donc | Y(a,b,¢) € R?, f5t(a,b,c) = (a— 2b, b, —a+2b+c).

of}(x,y):(x,y,ery) =0
xKerfr iu=(z,y) eKerfr s qy=0 donc ’ Ker f7 = {Orz}, et fr est injective.
z+y=0

* Théoreme du rang : 0 + rg(f7) = 2 donc |rg(f7) =2
« Im f7 : f7(1,0) = (1,0,1), f7(0,1) = (0,1,1). Ces deux vecteurs sont non colinéaires dans Im f7,
de dimension 2, donc ils forment une base de Im f; : | Im f; = Vect((l, 0,1), (0,1, 1))

Im f7 # R3 donc ‘ f7 n’est pas surjective. ‘




Exercice 4 : Etude d’un projecteur et d’une symétrie 92 4 2
1) f € L(R?) de matrice relativement & une base B: M = | -4 8 4

5 —10 =5
* Pour montrer que f o f = f, il suffit de calculer Matg(f o f) = M?.

On trouve M2 = M, donc

* Noyau de f : soit u € R?, de coordonnées (z,y, z) dans la base B : u = zi + yj + zk.
Alors f(u) = (—2z + 4y + 22)i + (—4x + 8y + 4z)j + (5x — 10y — 5z)k.

—2x4+4y+22=0 r—2y—2z=0
onrésout f(u) =0gs & ¢ —4x+8y+42=0 &<0=0
5r — 10y — 52 =0 0=0

Ainsi, Ker f = {(2y +2)i+yj+ 2k € R%,y,z e R} = {y(2i +j) + 2(i + k), y,z € R}.

Ces deux vecteurs étant non colinéaires, on en déduit : | Ker f = Vect((2i + j), (i + k)).

* Image de f : d’apres le théoréme du rang, rg(f) = dim(R?) — dim(Ker f) =3 -2 =1,
donc Im f est une droite vectorielle. On calcule f(i) = —2i — 45 + 5k.
Ainsi, | Tm f = Vect(—2i — 4j + 5k). |

Aspect géométrique : dans la base (i, j, k) de I'espace, 'application f est donc une projection sur la droite
de vecteur-directeur —2i — 45 + 5k. Ce n’est pas nécessairement la projection orthogonale...

5 -8 —4
2) g € L(R3) de matrice relativement & une base B: N = [ 8 —15 —8
—-10 20 11
% On calcule N2 = I3 donc | g o g = Idgs.
* Noyau et image de g : la relation précédente montre que g est bijective, de bijection réciproque ¢~ % = g.

Ainsi, ‘Kerg = {0gs} et Img = R?. ‘

Exercice 5 : Réduction d’un endomorphisme de R3

-2 -33
1) Matrice canoniquement associée : A = | =2 —1 2
-4 —-45

2) Deux s-ev : N = Ker f par définition, donc N est un s-ev de R3.

-2 -33 2] -3 3 33

On résout sous forme matricielle : | —2 —1 2 | < 0 1] < 0 -1
0 2 0

—4 —45 -1 0
1
Ainsi, u = (z,y,2) € Ker f & {y B %Z donc Ker f = Vect(%, %, 1) = Vect(3,2,4).
xr = ZZ

Une base de N est donc : | By = (3,2,4).
I={ueR? fluy=u}={ueR? f(u)—u=0}={ueR? gu) =0}, en posant g = f — Idgs.
g € L(R?3) par opérations, donc ‘ I = Kerg est un s-ev de R? ‘

—2r—-3y+3z=z —3r—-3y+32=0
Ona:u=(z,y,2) el & 20 —y+22=y < -20-2y+2:2=0 Sz=x+y.
—dx —4y+5bz ==z —dx —4y+42=0

Donc I = {(z,y,z +y) € R®, z,y € R} = {2(1,0,1) + y(0,1,1), z,y € R}.

Ces deux vecteurs engendrent I : | I = Vect((1,0,1),(0,1,1)) | et ne sont pas colinéaires

donc (par exemple) : | By = ((1,0,1),(0,1,1)).

3) By U By est une base de R?
Il suffit de montrer que la matrice associée a la famille B = By U By est inversible. On la note P :

310 3[1] 0 3 [1] 0
P=|{20[t]|]« (20 [1]]«| 2 o][1]

411 21 0 -1] 0 0

On trouve 3 pivots, donc P est inversible et ‘B est une base de R3.




4) Matrice de f dans la base B.

Par définition, Matg(f) se trouve en écrivant en colonnes les images par f des vecteurs de la base B.
On sait que (3,2,4) € Ker f, donc f(3,2,4) = Ogrs.

On sait aussi que (1,0,1) et (0,1,1) € I, donc f(1,0,1) = (1,0,1) et £(0,1,1) = (0,1, 1).

000
On obtient donc : | A’ =Matgf = (010
001

Remarque 1 :
changer 1'ordre des vecteurs de la base B revient a changer ’ordre des colonnes et des lignes de A’.

Remarque 2 :
on peut trouver A’ avec la formule de changement de bases pour un endomorphisme : A’ = P~1AP.
La matrice P (donnée ci-dessus) est en effet la matrice de passage de la base canonique & la base B.

Remarque 3 : On remarque que A’ est beaucoup plus simple que A. En particulier, A" est diagonale,
ce qui permet immédiatement d’en calculer les puissances successives. On pourra revoir (TD11 Matrices,
exercice 4 question 2) comment obtenir alors les puissances successives de A connaissant celles de A’.

Remarque 4 :

La base B vers laquelle I’exercice vous guide est une base dite 'adaptée’ & I’endomorphisme f.

Vous verrez 'année prochaine comment trouver une base adaptée, sans aucune indication (on appelle
cette recherche la Réduction des endomorphismes).

Exercice 6 : Changement de bases

1) Bases de Ker f et de Im f : On trouve Ker f en résolvant f(u) = 0 pour un vecteur u = (z,y, z) € R>.

(1] -2 -1 (1] -2 -1 (1] -2 -1 [1] -2 -1
A=Mate(f)={2 0 2|« |0 4 4])e|o[1]1|e|o[1]1

01 1 01 1 01 1 0 0 0
Y= —
T

= —Z

Donc u = (z,y,2) € Ker f & , soit : | Ker f = {(—z,—2,2) € R®, z € R} = Vect(—1,-1,1).

D’apres le théoreme du rang, rg(f) = dim(R?) — dim(Ker f) =3 -1 = 2.
Pour trouver une base de Im f, il suffit donc de trouver deux vecteurs non colinéaires dans Im f.
fler) =(1,2,0) et f(e2) = (—2,0,1) sont non colinéaires, donc | une base de Im f est ((17 2,0),(-2,0, 1))

2) Expression de f dans une nouvelle base :

Avec les notations de I’énoncé : Ker f = Vect(u) et Im f = Vect(v, w).

1 1-2
La matrice de la famille (u,v,w) dans la base canoniqueest : P=| 1 2 0
On cherche a savoir si P est inversible. -10 1
1 2|1 0 0 1 2|1 0 0 1 -2 |1 0
1 2 0|01 0]l o [1] 2]-1 10| 0 [1] 2 |-1 1
-1 0 1[0 0 1 0 1 -1]1 o0 1 0 0o [=3]|2 -11

1] 1 -2 1 0 o 0|-1 2 -2 -3 3 -4
027110%00%%%(—)(13)%§%
2 1
o 0 [f-% 5 s o o [@-3 5 4 3§ -
1 -2 1 —4
Amsi, Pl=o 11 2
-2 1 -1
On trouve alors A’ = Matg(f) = P~tAP d’aprés la formule de changement de bases.
0 0 O
Apres caleuls : |[A'=[ 0 1 -1
0 2 1




Exercice 7 : Un endomorphisme nilpotent

1) uo u est 'endomophisme nul

Dans la base canonique de R?, on a : A = Mat(u) = (2 _4).

Un calcul rapide montre que A% = 05 donc

2) Noyau et image de u

2r —4y =0
z,y) € Keru < o Y Sx =2
Y Y

r—2y=0

1 -2

donc ‘ Keru = Vect(2,1). ‘

Le théoreme du rang montre alors que Imu est de dimension 1.

u(1,0) = (2,1) en constitue donc une base :
On constate que Im u = Ker u.

| Imu = Vect(2,1). |

En effet, puisque uou = 0, alors V(x,y) € R?, u(u(m,y)) = (0,0) donc u(z,y) € Keru.

Ceci montre que Imwu C Kerw.

Puisque u # 0, alors rg(u) > 1 et dim(Keru) < dim(R?) = 2.
Mais U'inclusion précédente impose : rg(u) < dim(Keru) donc on a : rg(u) = dim(Ker u) = 1.

Et cette égalité des dimensions prouve alors que

3) Une base B = (a,b) de R?
11 suffit de montrer que la famille B = (a, b)

est libre, c’est-a-dire a et b non colinéaires.

Si a, b étaient colinéaires, alors il existerait A € R tel que a = A\b.

On aurait alors u(a) = u(Ab) = Au(b). Mais

puisque b = u(a), alors b € Imu = Ker u donc u(b) = 0.

On aurait donc : u(a) = X.0 = 0, ce qui est une contradiction.

Alnsi, ‘B = (a, b) est une base R2. ‘

4) Matrice de u relativement & la base B
On a u(a) = b et u(b) = uwowu(a) =0 donc :

A = Matg(u) — (? 8>

Exercice 8 : Endomorphisme nilpotent (2)

1) Noyau et image de f (3, _ 3y +62=0

u=zuityustzus EKer f & ¢x—y+22=0
—r+y—22=0

& x=y—2zdoncKer f = {(y —22)uy +yus + zuz € R3, y,2 € R}

On trouve donc : | Ker f = Vect(u1 + ug, —2u1 + U3) = Vect(v1, va).

D’apres le théoréme du rang, rg(f) =3 — 2

=1.0na f(u;) =3u; +ug —uz #0

donc ’ Im f = Vect(3uy + ug — uz) = Vect(vs). ‘

2) L’image est incluse dans le noyau

On peut remarquer que vz = v; — vy donc Vect(vz) C Vect(vy,vs2), donc | Im f C Ker f.

On peut aussi calculer M? et on trouve la matrice nulle. Ainsi, f o f = 0.
Comme a l’exercice précédent, cela prouve que Im f C Ker f.
Remarque : on n’a cependant pas 1’égalité ici, n’étant plus dans R2.

Exercice 9 : Une application linéaire de R?® dans R?

1) Matrice de f dans les bases canoniques

1 2-1
M = Mate, c,(f) = (1 11 )

ol C3 et Cy désignent les bases canoniques respectivement de R? et de R2.

2) Expression de f dans de nouvelles bases
111

On étudie P = Mat(B) = | 0 1 1] : elle est inversible donc ‘ B est une base de R3 ‘

101
11

On étudie Q = Mat(B) = (O 1

) : elle est inversible donc ‘ C est une base de R? ‘



Relativement aux bases B et C, on a : M’ = Matgc(f) = Q' MP.

1 -1 031
—1 _ I __
On peut calculer, avec Q7 = (0 1 )on trouve | M' = (() 0 1>'

Signification : f(u1) = 0 (1°™ colonne), f(us) = 3v; (2°™° colonne) et f(usz) = vy + vy (3°™¢ colonne),
ce qu’on peut vérifier : f(1,0,1) = (0,0), f(1,1,0) = (3,0) = 3(1,0) = 3vy et f(1,1,1) = (2,1) = vy +va.

Exercice 10 : Un endomorphisme de R?.

1) B’ = (u,v,w) est une base de R3

011
Nommons B = (e, ea,e3). Soit P la matrice de la famille B’ dans la base B. Alors: P= [0 —1 1
Cherchons si P est inversible : 100
0 1 1|1 0 0 0 0]o 0 1
0 -1 110 1 0 |« o 11 0 0
1 0 0]0 0 1 0 -1 1|0 1 O
0 o0lo o 1 0o 0o o 1
<l o [1] 1{1 0 0 |«]| 0o [1] o] -3 o0
11
0 0 2|1 1 0 0 0 130
0 01
donc P est inversible, d’inverse P! = % f% 0 ]. Ceci montre que ‘ B’ est une base de R?. ‘
11
2) Changement de bases 10 0 2 2 0
Matp (f) = A= P~ 'AP= |01 0 |, apres calculs.

00 -1
3) Matrice de la composée n™° f"
Pour tout n € N, on a : Matg (f") = (A/)” done ‘ Matg (f) = Diag(1, 1, (—1)"). ‘

4) Retour & la base B
On obtient Matg(f") = P (A")" P~!

2
Apres caleuls : [Matg(f") = | 3(=1+(-1)")

Remarque : Pour n = 0, on doit trouver I3, et pour n = 1, on doit retrouver la matrice A.

Exercice 11 : Un endomorphisme de R*.

2 [-1] 1 -3

1) f est bijectif : A = 8 _; est une matrice carrée de rang 4, donc inversible.

0 0 0 [-1]

2) Ensemble des vecteurs invariants par f :

F = {ueR* f(u)=u} estle noyau de 'endomarphisme f — Idga, c’est donc un s-ev de R*.

20 —y+z2z—-3t==x r—y+z2=0
r+z—-3t=y r—y+2=0 y=x+z2
u = aby +ybs +2b3 +thy € F & & &
SRR 2=z 0=0 {t:O
—t=t t=20

donc F = {xbl +(z+2)by +2b3 € RY, 2,2 € R} = {x(by + b2) + z(b2 + b3), x,2 € R}
On pose u1 = by + by et us = by + b3. On vient d’écrire : ‘F = Vect(u, us). ‘

Puisque u1, ug ne sont pas colinéaires, ils forment une base de F, donc | dim(F) = 2.
3) G={ueR! f(u)=—-u}

G est le noyau de ’endomorphisme f 4+ Idgs+ donc c’est un s-ev de R%.




2t —y+z—3t=—x 3x—y =2t

r=1t
T+z—3t=— T =2t
u = xb; + ybo + 2zb3 + tby € G & + Y =4 ty Sqy=t
z—2t=—z z=t
z=1t

On pose v =>by +ba+bs+bsetona:uecGeu=ty, tERdonc‘G:Vect(v) etdim(G):l.‘

4) Une nouvelle base de R*, adaptée & f

1 0
On pose By = (u1,us,v,b1). La matrice de la famille B; dans la base B est : P = 1

0

0 0

C’est une matrice carrée de rang 4, donc inversible : | B; est une base de R*. ‘

5) Matrice de f dans B;

up,uz € F done f(u1) = ug et f(uz) = uo.

v € G done f(v) = —v.

Reste & calculer f(by) = 2b; + by, et & Pexprimer en fonction de wuy,us, v, by.
On peut remarquer que uj + by = 2by + by = f(b1).

Si on ne le voit pas, on résout un systeme : 2b; + by = auy + Sug + yv + 6b;.

10 01
. 0100
Conclusion : | Matg, (f) = A1 = 00 -10
00 0 1
6) Matrice de la bijection réciproque f~! : il s’agit d’inverser la matrice Ay, et on trouve :
10 0 -1
010 O
-1y _ -1 _
000 1




