BCPST 1B DS n°8, correction Mercredi 4 mai 2025

‘Exercice 1 :Algebre linéaire‘

. Par définition, Ker(f -1d) = {u e R® | (f -1d)(u) = Ogs}.

Mais (f —=1d)(u) = 0gs < f(u) =u, donc’Ker(f—Id) :H.‘

En tant que noyau de l'application linéaire f —1d, ‘ H est un sous-espace vectoriel de R3.

Soit (z,y,2) e R3. Alors (z,y,2) € H < f(z,y,2) = (7,y,2)

z=x r—2=0

S 2x+y+2z=y <= 10=0
—T+2z=2 0=0
Une équation cartésienne de H est donc m
D’apres la question précédente, H = {(x,y,z) eR3|2-2= 0} = {(z,y,z) eR3, (y,2) € RQ}
done H = {2(1,0,1) +y(0,1,0), (y,2) € R?} = Vect((1,0,1),(0,1,0))
Les vecteurs (1,0,1) et (0,1,0) ne sont pas colinéaires, ils forment donc une base de H.

Cette base est de cardinal 2, donc | dim(H) = 2.

. D’apres la formule du rang : dim(Ker(f -1d)) +1g(f -1d) = dim(R?), soit : dim(H) +rg(f-1d) = 3.

Puisque dim(H) = 2, on en déduit que |rg(f - 1Id) = 1.

On caleule : (f —Id)(1,0,0) = £(1,0,0) - (1,0,0) = (0,-2,-1) - (1,0,0) = (-1,-2,-1).
‘Im(f ~1d) est la droite vectorielle de R® engendrée par (1,2,1). ‘

5. (1,2,1) € H car il vérifie son équation cartésienne z—z = 0. Par suite, Vect(1,2,1) = \ Im(f -1d) c H. \

10.

11.

12.

Par définition, H est I’ensemble des vecteurs invariants par f.
Or, VueR3, f(u)-ue H donc : f(f(u)-u) = f(u)-u, ie : ‘ VueR3, fof(u)-2f(u)+u=0gs.

D’apres la question précédente, f2 —2f +1d = 0, o1 0 désigne I’application linéaire nulle de £L(R?).
On en déduit que : —f2 +2f =1d, donc f o (—f +2Id) = Id.

Ainsi, ‘ f est bijective, de bijection réciproque f= =2Id - f. ‘

Par définition, K = {A(2,1,0) + u(-1,1,1), (A, u) € R?} = Vect((2,1,0),(-1,1,1))

K est donc un s-ev de R3. Les vecteurs (2,1,0) et (-1,1,1) ne sont pas colinéaires :

‘K est un s-ev de dimension 2 de R?, de base ((2,1,0),(-1,1,1)). ‘

x=2\-U A+pu=y Atp=y
Soitu=(z,y,2) e R ue K< I\ pu) eR* {y=A+pu <{-3u=2-2y <{u=z
Z=L w==z O=x-2y+3z

Ce systeme est compatible ssi son équation auxiliaire est vérifiée : ‘ (z,y,2) e K < x—-2y+32=0.

x=22-p (1)
Soit (z,y,2) e HN K. Alors 3(\, u) e R% {y=X+pu  (2)
z=p=z (3)

(1) et (3) donnent : z =2z =p =X et (2) donne y = 2z, donc (z,y,2) = (z,2x,2) = 2(1,2,1).
‘ H N K est la droite vectorielle de R? engendrée par b= (1,2,1). ‘

0 1
Soit C la base canonique de R3. On a : | Matc(B) = P = ( 2

2
1

=3

S 1 P
=]

0 |1 2 0
Etudions le rang de P : rg(P) = rg( 2 1 ) =rg
0 1 3 0

donc P est inversible, et ‘B est une base de R3. ‘
f(CL) = f(O,l,O) = (0?1’0)7 f(b) = f(1a271) = (1’2a1)
et £(e) = £(2,1,3) = (3,3,4) = (2,1,8) + (1,2,1) donc | f(a) =a, f(b) =bet f(c) =b+c.|




1 0 0
13. On en déduit que : | Matg(f) = ( 0 1 1 )
0 0 1

14. On a montré (question 4) que : Yu e R3, f(u) —u € Vect(b) donc I, € R, f(u) —u = A\,b.
On définit ¢ : R® — R par : Yu e R3, p(u) = \,, c’est-a-dire Yu € R?, f(u) —u = ¢(u)b.
Soient u,v € R® et k € R.
Ona: f(u)—u=pu)b, f(v)-v=p@)bet f(u+v)-(u+v)=p(u+v)d.
Mais f est linéaire donc f(u+v) - (u+v) = (f(u) —u) + (f(v) —v) = (¢(u) + ¢(v))b = p(u + v)b,
donc @(u +v) = p(u) + p(v) (b étant un vecteur non nul).  De plus,
flku) = ku = @o(ku)b = k(f(u) —u) = kp(u)b, donc @(ku) = kp(u). Ainsi,
Deuzieme méthode :
Soit u = (x,y,2) e R3. Alors f(u) = (2, -2z +y +22, -2 +22) donc f(u)—u=(z-2,-22+22,—x+2)
flw)-u=(2-2)(1,2,1) = (2 —x)b=p(u)b en posant p(u) = z — z.
Ainsi, V(2,y,2) e R3, o(2,y,2) = 2 — .

©(z,y, z) est une combinaison linéaire de z,y, z donc ‘ ¢ est linéaire de R? dans R. ‘

15. Soit u € R3. Alors p(u) =0 < f(u) —u=0xb=0gs < ue H. Ainsi, | Ker(¢) = H.

‘ Exercice 2 : P(z) = —2° + 2% + 1323 - 2522 + 122 ‘

1. P(z) se factorise par x : ‘ VzeR, P(z) = o(-2* + 23 + 1322 - 25z + 12). ‘

On pose pour la suite : Q(x) = —2* + 23 + 1322 - 25z + 12.
2. La multiplicité de 1 en tant que racine de P est la méme qu’en tant que racine de Q.
Q(1)=-1+1+13-25+12=0 donc 1 est racine de Q.
Q'(x) = —423 + 322 + 262 - 25 donc Q'(1) = -4 +3+26-25=0.
Q"(x) = -1222 + 62 + 26 donc Q" (1) = 12+ 6 +26 = 20 # 0. ‘ 1 est racine double de P. ‘
3. Q se factorise donc par (z - 1)? : Q(z) = (z - 1)2R(x), avec R un polynéme de degré 2.

On pose R(x) = axz? + bx + c. Par observation du coefficient dominant, on trouve que a = —1.

Par observation du coefficient constant, on trouve que ¢ = 12.

Ainsi, —z* + 23 + 1322 - 252 + 12 = (2% - 22 + 1) (-2 + bz + 12).

En développant les monémes de degré 3, on obtient : 1 = b+ 2, donc b= -1.

Ainsi, Q(z) = (v - 1)?(-2? -2 +12). Le discriminant de R est A = (=1)2-4(-1) x 12 =49 > 0.

()-VI () VD
2(-1) 2(-1)

On a donc : R(z) = —(z —3)(x +4). Conclusion : ’ P(x) = -z(x-1)*(z - 3)(z +4). ‘

4. In(P(z)) est défini pour = tel que P(x) > 0. On dresse donc le tableau de signe de P(x) :

4.

R possede donc 2 racines réelles :

T -0 -4 0 1 3 +00
- + + - -
(z-1)2 + + + + +
r-3 - - - - +
T +4 - + +
P(x) + -

Ainsi, ‘IHOP est défini sur ] — o0, -4[ U ]0,1[U]1,3]. ‘




Exercice 3 : Polynomes

1. Informatique :
def valeurEnK(f, n)
=1
for k in range(n+1)
L.append (£ (k))
return L

2. Casn=1:
(Analyse) Soit P(x) = ax + b un polynéme de R1[X] tel que P(0) =1 et P(1) = =

b=1 1
Alors : 1 ,donca:—g, b=1.

a+b=—-
2

1
Synthese) On pose | P(z) = —=x + 1| et on vérifie que P convient. On calcule | P(2) = 0.
2

3. Casn=2:
1 1
(Analyse) Soit P(x) = ax? + bx + ¢ un polynome de Ry[X] tel que P(0) =1, P(1) = 3 et P(2) = 3

c=1
1 1
Alors : a+b+c:§ donca—é b=-—etc=1
da+2b+c= 1
3
, 1, 2 (. . 1
(Synthése) On pose | P(x) = g% ~3%t 1| et on vérifie que P convient. On calcule | P(3) = 7

4. Unicité :
Supposons que P, R € R, [ X] satisfassent tous les deux la relation (1).

Alors : Vk € [0,n], P(k) = R(k) = ﬁ

On pose S = P - R. 1l vient alors : Vk € [0,n], S(k) =0.
Ainsi le polynome S, de degré inférieur ou égal & n, possede au moins (n + 1) racines distinctes.

On en déduit que S est le polynéme nul, donc que :
5. (Analyse)

(a) Si P vérifie (1), alors P n’est pas le polynéme nul. On a donc : ‘degQ =degP + 1. ‘

(b) Soit ke [0,n]. Ona: Q(k) = (k+1)P(k)—1=(k+ 1)% ~1=0. Ainsi, | Vk € [0,n], Q(k)- |

(c) degP < n donc deg@ < m + 1. Mais @ posséde au moins (n + 1) racines distinctes, donc

n
deg@ >n+1. Ainsi, deg@Q =n+1, donc |Q =A[[(X - k), e R".
k=0

(d) D’une part, Q(-1) = (-1+1)P(-1)-1 = -1, d’autre part Q(-1) = A ﬁ(—l—k) =A(-1)""(n+1)!
k=0

T N e O B
Alnsi, |\ = (s 1) et | Q(z) =

5 -

6. (Syntheése)
(a) Posons R(x) = Q(x) + 1. Par calcul, on trouve Q(-1) = -1 donc R(-1) = 0.

-1 est alors une racine de R, qui se factorise donc par (z + 1) :

’ FJPeR[X], Q(z)+1=(z+1)P(z). ‘ deg@Q=n+1doncdegP=n:|PecR,[X]

Qz) +1
z+1

(b) Posons P(x) = . Vu ce qui précede, P est un polynéme de degré n.

k)+1 )
%. Mais pour tout & € [0,n], Q(k) =0, donc P(k) = .

Soit k € [0,n]. Ona: P(k) =



Le polynéme P(z) =

1 _1 n n
(1) [J(z-k) +1]| est donc 'unique solution du probléme.
z+1\(n+1)! 15

7. P(n+1) = L (( H( +1- k)+1) L ((_1)n ﬁHl)enposantz—nJrl—k‘

n+2\(n+1)!; n+2\(n+1)!
1 -1H" 1! 1+(-1)"
P(n+1)= (D" (n+1) +1 :L.
n+2 (n+1)! n+2
Si n est impair, alors P(n+1) =0; si n est pair, alors P(n+1) = 7
n
2n 1
Exercice 4 : Z — —1In2
k=n+1

1 1 1 1 1 1 7

1. 512*2@7 SQZ*+*212§ et 532*-4-* - 3fAlIlSl Sl<52<53.
2 60 3 4 12 60 4 5 6 60

1 1 1 1

2. Soit 1:5, Sy = + - = >
o mn > T T o 2 T onel n+l 2+ )(2n+l)

Ainsi, ‘la suite (S, ), est strictement croissante. ‘
1 1 1 -3n -2
+— = <0
2n+2 2n+1 n 2n(n+1)(2n+1)

Ainsi, ‘la suite (T},)n est strictement décroissante. ‘

3. Soitn>21:Tyy T, =

4. Soitn>1.0na:T,-S5,=— donc lim(T,, - S,,) = 0.

(Sp)n croit, (T},), décroit, et leur différence converge vers 0 : ‘ (Sn) et (T3,) sont adjacentes. ‘

D’apres le théoreme des suites adjacentes, ‘ (Sp) et (T3,) sont convergentes, vers la méme limite £. ‘

1 1 1
<-<

k+1 t Kk

k+1dt
sf — <
k+1 k t

2n—1 1 2n-1 k+1 dt 2n— 1
6. On somme ces encadrements pour k € [n,2n 1] : ) 1S <) f Z m
+ = =

k=n k=n

2n-1 k+1 dt 2n d¢
D’apres la relation de Chasles pour 'intégrale : Z f f —
k=n n

5. Soit k € [n,2n - 1]. Alors pour tout t € [k, k+1], on a :

—_

donc en intégrant sur le segment [k, k + 1], on obtient :

T =

t
= [ [¢[2" = In(2n) - In(n) = In(2).
2n-1 1 2n 1 2n-1 1 1
Par glissement d’indices : k; il k:%:ﬂ % S,. Enfin, kz:;L i Th - o

On obtient donc : [Vn>1, S, <In(2) < T, - o
n

7. Par passage a la limite dans 'encadrement de la question (6), on obtient : £ <In(2) < ¢

donc ¢ =1n(2) et ‘ les suites (S ), et (T),), convergent toutes deux vers In(2). ‘




