Fonctions de deux variables




I Continuité de f: R? — R
1 Cadre de 'étude



On étudie dans ce chapitre les fonctions réelles de deux variables réelles, c’est-a-dire les fonctions

D - R
f: , o1 D est une partie de R”.
(2,y) = f(z,y)

z et y sont donc des nombres réels, et 'image par f du couple (z,y) est un réel z = f(x,y).



2 _, R2
Exemple : f: R*=>R ,
(may) = 5217—y -1
On a: f(2, 1) = et f(3,4) =

est une fonction réelle de deux variables réelles, définie sur R?.



2 Pavés de R?

L’ensemble de définition d’une fonction de deux variables réelles est ’ensemble des couples de R? qui
possedent une image par cette fonction.

Exemple : f:(x,y) » Inx — /1 —y est définie sur



3 Nappe d’une fonction de 2 variables

La représentation graphique d’une fonction réelle de deux variables réelles est la surface (ou nappe) de
) 3 46 .
I’espace R° définie par : St = {(:zz,y,z) eR3, 2= f(:v,y)}.



Exemple : Représentation graphique (partielle) de (z,y) + y*cosz

N
PR

0

A
#Q DO




4 Distance et limite dans R?
On munit R? de la distance usuelle : V(z,y), (z,3’) e R%, d((z,y),(z',y")) =/(z - z')2 + (y —y')2.
On notera ||(z,y)|| = d((z,y), (0,0)) = v/z2 + 42 la norme du couple (z,y).

Soit (Il?(),yo) € Rz.
On dit que (z,y) tend vers (zo,yo) dans R? lorsque la distance d((z,y), (zo,v0)) tend vers 0 (dans R.).




5 Continuité
DEFINITION

e Soit D c R?. Soit (zo,yo) € D un point d’accumulation de D.

Une fonction f: D — R est continue en (xzg,yq) lorsque : )lir(n )f(a:,y) = f(x0,Y0)-
L,yY)—=>\(Lo,Yo
e f est continue sur D lorsque f est continue en tout point de D.




6 Fonctions partielles
DEFINITION

Soient I et J deux intervalles réels, f: D =1xJ - R?, et (zg,yo) € D.

I - R

z > f(z,90)
J—->R

y+ f(zo,y)

On appelle premiere fonction partielle de f associée a (xg,yo) la fonction f; : {

On appelle deuxieme fonction partielle de f associée a (zg,yo) la fonction fs : {




On retient que fi ne fait varier que la premiere variable, fo ne fait varier que la deuxieme variable ... et
ainsi de suite si on a affaire a une fonction de trois variables ou plus.

Dans le cas des fonctions de deux variables, les représentations graphiques des fonctions partielles s’ob-
tiennent par intersection de la surface Sf et des plans d’équations y = yg, ou x = xy.

PROPRIETE
Si f:IxJ— R est continue sur I x J, alors pour tout (xg,yg) € I x J, les fonctions partielles

de f associées a (o, o) sont continues (sur I ou sur J).




7 Courbes de niveau

Soit f: D c R? - R une fonction de deux variables, représentée par une surface S £

DEFINITION

On appelle courbe de niveau de f toute intersection de S avec un plan horizontal d’équation z = 2.

On parle aussi de lignes de niveau z; de la fonction f.



2

Exemple : Courbes de niveau pour 2y =0, 29 = 1 ou 29 = 2 de la fonction (z,y) = z% + y* - 1.
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II Dérivées partielles

1 Définition

Soit f: D — R une fonction de deux variables définie sur une partie D = I x J de R?.
On suppose ici que, pour tout (z,y) € D, les fonctions partielles f; et fo associées a (x,y) sont dérivables,

respectivement sur I et sur J.



DEFINITION

D - R
0,
e La premiere dérivée partielle de f est la fonction —f : . f(x+h,y) - f(z,y)
or |(z,y)~ lim
h—0 h
e La seconde dérivée partielle de f est la fonction — : . f(x,y+h)- f(z,y)
% |(z.y) > lim h




P 9,
a_i(g;,y) = f1(z), et 8—5(33,?/) = f2(y).

Pour déterminer des dérivées partielles, on dérive I’expression selon une variable, en considérant
les autres variables comme des constantes.

Autrement dit, si (x,y) est un point de D, alors



Exemples

f:(z,y) = 2° + 22y + 4 admet pour dérivées partielles :

T + eY
fi(zy)» — : admet pour dérivées partielles :
T4 +

of

ozx

(z,y) =

of

(z,y) P



2 Fonction de classe C!

DEFINITION
Soient I et J des intervalles ouverts de R.

On dit que f: D=1xJ - R est de classe C L sur D lorsque ses dérivées partielles 8—f et B_f

ox oy

existent et sont continues sur D.




Attention!

Il ne s’agit pas ici de savoir si les fonctions partielles fi et fo sont de classe C' respectivement sur I et
sur J. Par exemple si on considére la fonction g donnée en bas de la page 1, on obtient les fonctions
partielles :

x

g1::1:'—>m2+yy2 sity+0,et gg:x—>0s1y=0,
x

gzinxzfyz siz+0,et go:y—0s12=0.

Toutes ces fonctions partielles sont de classe C* sur R (et méme de classe C*), alors que la fonction g
n’est méme pas continue en (0,0).



3 Le gradient

DEFINITION
Soit f: I x J - R une fonction de classe C! sur I x J. Smt (:13 y) el xJ.

(Bf (z, y) (33 y))

I1 s’agit donc d’un vecteur de R?, noté grad) f(x,y).

On appelle gradient de f en (z,y) le couple

La propriété précédente peut alors s’écrire a l’alde du produit scalaire de R? :

f(x+h,y+k) b f(zx, y)+grad f(x,y) e (h,k)+o(h,k)




4 Approximation d’une fonction de classe C!

PROPRIETE
Si f:IxJ - R estdeclasse C' sur I x J, alors :

_ of
f(x+h,y+k) h b0 f(z,y)+hx o7

9 (2,y) +o(h, k)
o

k
ou o(h, k) désigne une fonction négligeable devant (h, k), ie : telle que hlimo ‘r((: ,k))\

(z,y) + k %

|=O.




5 Dérivée d’une composée

PROPRIETE
Soit f:IxJ — R une fonction de classe C!. Soient u, v deux fonctions dérivables sur une partie
K de R et a valeurs respectivement dans I et dans J.

K->R
Alors la fonction g : { est dérivable sur K, de dérivée :

te fu(t),v(t))
0 0

Vi€ K, () =/ (8) x S (u(t), o(t)) + v/ (1) 6—§(u(t),v<t))




III Applications géométriques

1 Plan tangent a une surface S;

Soit f:IxJ — R de classe C', et soit (z,y) € I x J tel que grad f(z,y) # (0,0).

X
Alors le plan tangent a S¢ en M ( Y ) est le plan passant par M et de vecteur normal

f(z,y)



2 Courbes de niveau

Soit f:I xJ — R de classe C!, et soit I = {(m,y,zo) eR?, f(z,y) = zo} une courbe de niveau de Sy.

On admet que, dans le plan horizontal d’équation z = zp, la courbe de niveau I' possede une équation
paramétrique de la forme (z(t),y(t)) ou t — x(t) et t » y(t) sont des fonctions dérivables.

Alors en tout point M (x,y,z9) de I', le vecteur (2'(t),y'(t)) est tangent a I,
et le vecteur grad f(x(t),y(t)) est orthogonal a I.



3 Extréma locaux

Soit f: D =1xJ — R une fonction de deux variables.

DEFINITION

On dit que f admet en (zg,yo) € D un maximum (resp : minimum) local s’il existe un voisinage
ouvert V de (xg,¥yo) tel que :

V(ZII,y)EVﬂD, f(xay)gf(anyO) (T'G.Spi f(may) >f(330,y0))




THEOREME
Si f est de classe C!, et admet un extremum local en un point (zg,%) intérieur a D, alors :

af(fl?o,yo) = Gf (fvo,yo) 0

Les dérivées partlelles de f s annulent donc en tout extremum local situé a l'intérieur de I’ensemble de

définition de f.

: : 0 0
La réciproque est cependant fausse : il se peut que f(xo Yo) = f(:zso Yo) = 0 sans que f n’admette

d’extremum local en (zg,yg), et méme si le point (:1:0, yo) est 1nterleur a D.



DEFINITION

of

0
/ (z0,9y0) = 8—y(mo,y0) = ( est appelé un point critique de f.

oz

Un point (zg,yo) en lequel

Pour déterminer les éventuels extrema de f, on commence par rechercher les points critiques, qu’on étudie

ensuite séparément.
On examine enfin les valeurs de f en les points de D qui ne sont pas intérieurs a D.



IV Dérivées d’ordre supérieur

1 Deéfinition

Lorsque c’est possible, on définit les dérivées partielles d’ordre supérieur de f de la facon suivante :



Dérivées d’ordre 2 :

f (af) ’f (af) 0% f (8f) 0% f (af)

o0x2 Oz \ Oz 0y? By Oy Basay O oy OyOox 8y ox
Dérivées d’ordre 3 :

o182 () sl5) s

ox3  Ox \ Oz2 Ay3 ~ Oy \ Oy2 Oxdy? Oz \ Oy2 Oydzdy Oy \ Oxzy )

Exemple :
Donner toutes les dérivées partielles non nulles de la fonction polynomiale (z,y) ~ z° + 3zy + 5y°.




2 Fonction de classe C*

DEFINITION

Soit f : D — R une fonction de deux variables, soit kK € N™.
On dit que f est de classe C¥ sur D lorsque toutes les dérivées partielles de f d’ordre k
existent et sont continues sur D.




3 Théoreme de Schwarz

THEOREME
Théoreme de Schwarz
, o 0° f 0% f
Si f est de classe C* sur D, alors V(z,y) € D, (z,y) = (z,v).
0x 0y oyox

Si f est de classe C* sur D, alors les dérivées partielles d’ordre k commutent.



4 Approximation d’ordre 2 d’une fonction de classe C?

THEOREME
Soit f: D — R une fonction de classe C?, et soit (z,y) € D un point intérieur & D. Alors :
9, 9,
fla+hy+k) )+ h 2 )+ (@0

(h, k)—*(O 0)

(h2 ng (z,y) + 2hk 0" f

0x 0y

. (@.0)+ 2L @) +o (10 RP)



