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Exercice 1

1. Valeurs prises par Xy :
On fait N lancers. On peut ne faire que des piles (ou des faces) dans ce cas Xy = 0. On
peut aussi alterner a chaque lancer pour obtenir, par exemple, (BE BE ---, E B F). Dans
cecas Xy =N-—1.

|Conclusion : Xy(2) € {0,1,--- ,N—1} ]

2. Lois de X, et de X5 :

e Loi de X, : on fait deux lancers donc Q = {P,F}? et Card(2) = 4. De plus :
[X,=0]=(P,NP)U(FNE,)

2 1
Tous les lancers sont équiprobables. On obtient donc P(X, = 0) = 2 =-.
1
Dés lors P(X;, =1)=1—-P(X, =0) = bR

1
On a donc E(X,) = 5

e Loi de X5 : en procédant de la méme maniére on trouve :

X 0 1 2

PX;=x) | 1/4 1/2 1/4

1 1
Etonadonc:E(X3)=§+2x Z:L

1
Conclusion : E(X,) = > et E(X3)=1.

3. Probabilités de (Xy =0) etde Xy =1):
L’événement [Xy = 0] correspond aux lancers ne contenant que des piles ou que des faces.
C’est-a-dire :

[XN =0]=(P1ﬁP2ﬂ“~ﬂPN)U(F1 ﬂFzﬂ“'ﬂFN).
Ici, @ = {P,F}" donc Card(2) = 2~ . On obtient :

2 1
oN T 2N

P(Xy = 0) =

Par ailleurs, réaliser [Xy = 1], correspond aux lancers ne contenant que un changement.
Si on regarde ceux qui commencent par pile on obtient :

Xy =0]nP, =P, NE,N---NEHUP, NP,NE;N---NEHU---U(P; NP, N---NPy_; NEy).
11y a donc (N —1) événements ayant tous la probabilité (1/2)N de se produire (les événe-
ments P; pour i allant de 1 a N étant mutuellement indépendants).

1 N
Dou P([Xy =0]NP))=(N—-1) (5) . Si on ajoute aussi les tirages qui commencent par

1 N
face on obtient le résultat suivant : P(Xy =1) =2(N—1) ( )

2

1
Conclusion : P(Xy =0) = N1 etPXy=1)=(N—-1)

1
ON-1"°

4. a)

1
P(Xn41 = kIXy =k) =P(Xyyy =kIXy=k—1) = 3
Soit k un entier de {0,--- ,N—1}.

e On suppose [Xy = k]. Dévénement [Xy,; = k] est I'événement « le (N + 1)- éme

tirage est le méme que le N -éme tirage » . Sa probabilité est 1/2 donc :

1

P(Xny1 =kl Xy =k) = >
e On suppose 1 < k <N et [Xy = k—1]. Uévénement [Xy,; = k] est 'événement «
le (N + 1)- éme tirage est différent de N -éme tirage » . Sa probabilité est 1/2 donc :

1
PXnp1 =klXy=k—1)= .

2
Conclusion : Vk € {0,--+ ,N—1}, P(Xy41 = k[Xy = k) =PXyy1 =kIXy=k—1)= %

1
P(XN+1 = k) ﬂXN == k) = EP(XN = k).

Soitke {0,---,N—1}.Ona:
P(Xny =kNXy = k) =P(Xy;1 = k[Xy = k)P(Xy = k).

1
Conclusion : Yk € {0, ,N—1}, P(Xy41 =kNXy=k) = EP(XN =k).

1
PXyy =Xy) = 3"

N—1
PXyp=Xy) = P (U(XN+1 =kNXy= k))
k=0

N-1
1
= ZEP(XN =k) cette union étant disjointe

k=0
1 N-1
= E;P(XN =k)

. 1
Conclusion : P(Xy4 =Xy) = >

LOi de XN+1 _XN .

o (Xyp1 —Xn)(2) = {0,1} du fait qu’entre deux tirages successifs il y a ou non un
changement.

o Par ailleurs, [Xy;; — Xy = 0] = [Xyn41 = XyJ- On conclut en utilisant la question
précédente.

1
Conclusion : Xy, —Xy ~ B (5)

Page 1 sur 6



BCPST1

CORRECTION DU DEVOIR N°7.

2024/2025

e)

1
EXny) = §+E(XN) :
On a Xy = Xy + (Xng1 —Xy)- En utilisant la linéarité de 'espérance on obtient que
1
E(Xy1) =E(Xn)+ E((Xn+1 —Xn) = EXn) + 5.

On constate donc que E(Xy) est une suite arithmétique de raison 1/2, de premier

1
terme E(X,) = >

. N—-1
Conclusion : E(Xy) = —

P(Xy41 = k) = P(Xy41 = k[Xy = k)P(Xy = k)+P(Xy 41 = kIXy =k—1)P(Xy =k —1)

On écrit ici le théoréme des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
{[Xn =k ockan1-
Conclusion : Vk € [0,N], P(Xy41 = k) =PXyyq = k|Xy = k)P(Xy =k)

+P(XN+1 == k|XN == k_ 1)P(XN == k_ 1).

Loi de Xy

1
Soit Hy : "Xn ~ B (N -1, E) ”. Prouvons par récurrence que Hy est vraie pour tout
N = 2.
e Initialisation : La loi de X, a été décrite a la question 2 et, en effet,
1 1
x~5(2)=5(1.1)
2 2
Ainsi, H, est vraie.
e Hérédité : Soit N = 2. Supposons Hy vraie.
ke[1,N].Ona:
PXny1=k) = Py = lﬁXlN = k)P(Xy =Nk)1+ P(Xn11 =kIXy =k —1)P(Xy =
1(N-1y (1 \N-1 , 1/N-1)(1\N—
= EIE k )1(15) + E(k—1)(§)
_ 1
- (k) (E)

Ainsi Hy,q est vraie.

1
Conclusion : YN = 2, Xy ~ B (N -1, E)

Variance de Xy :
D’apres les résultats connus sur les lois binémiales,

V(Xy) = (N—1) x % x (1—%).

. N—1
Conclusion : V(Xy) = 2

k—1)
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Exercice 2 X x +2y = 0
y | eKer(f +1dg.) <= —2y 4z = 0
Partie | : Généralités sur les éléments propres d’un endomorphisme 2 2y —z = 0
1. E, sous-espace vectoriel de R" : x = =2y
Soit A € R. Aand y =Yy
z = 2y

E?\ =Ker(f - )\.Ian )
|Conclusion : Si A est réel alors E, est un sous-espace vectoriel de R". |

2. E, est stable par f :

Soit A une valeur propre de f et x € E,.
Alors : f (f(x))=f(Ax)=2Af(x)) eton abien f(x) €E,.
|Conclusion : Si A est valeur propre de f, alors E, est stable par f,

3. A\ valeur propre de f équivaut a (f — Aldg.) non bijective :

(A valeur propre de f) < (Ker(f —Aldg.) # {0})
< ((f —Aldg.) non injective )
< ((f —Aldg.) non bijective )
car f —Aldg. est un endomorphisme de R"
| Conclusion : A est valeur propre de f si, et seulement si (f — Aldg.) n’est pas bijective. |

4. )\ valeur propre de f équivaut a (A—Al,) non inversible :
1l s’agit de la traduction matricielle relativement a la base canonique 5 de la propriété
démontrée ci-dessus.
En effet A—AI, = Matg(f — Aldgn).

|Conclusion : A est valeur propre de f si et seulement si (A— Al,) non inversible. |

Partie Il : Etude d’un cas concret

1. Image de —2e; + e, + 2e5 par f :
En traduisant le probléme a travers les coordonnées dans la base canonique, on obtient :

—4 —6 0 —2 2
6 7 2 1 =| -1
0 2 =2 2 —2
Conclusion : f(—2e; + e, + 2e5) = —(—2e; + e, + 2e3) et —1 est une valeur propre

de f dont —2e; + e, + 2e5 est un vecteur propre associé.

2. a) Ker(f +1dgs):
x -3 -6 O x 0
y | eKer(f +1dg.) < 6 8 2 y |=| 0
Z 0 2 -1 Z 0
—3x —6y = 0
= 6x +8y +2z = 0
2y —=z =0

Ainsi Ker(f + Idg.) =Vect(—2,1,2). De plus (—2,1,2) étant non nul, la famille com-
posée de ce vecteur est libre.
|Conclusion : Ker(f + Idg.) est une droite vectorielle de base ¢; = (—2,1,2). |

b) Ker(f):
En raisonnant de méme, on a :
x —4x —6y = 0
y | €Ker(f) < 6x +7y +2z = 0
Z 2y -2z =0
x = —%y
— y =Y
z =Yy

Ainsi Ker(f) =Vect(—3,2,2). De plus (—3, 2, 2) étant non nul, la famille composée de
ce vecteur est libre.
|Conclusion : Ker(f) est une droite vectorielle de base &, = (—3,2,2). |

c) Ker(f —2Idgs):

De méme,
b -6 —6 0 X 0
y | €Ker(f —2ldg.) < 6 5 2 y |=| 0
4 0 2 —4 4 0
x = -2z
— y = 2z
z = gz

Ainsi Ker(f —2Idg.) =Vect(—2,2,1). De plus (—2, 2, 1) étant non nul, la famille com-
posée de ce vecteur est libre.
|Conclusion : Ker(f — 2Idgx) est une droite vectorielle de base €5 = (—2,2,1). |

3. F=(gy,¢, ¢85)basede R3:
Cette famille étant de cardinal 3 dans un espace de dimension 3, vérifions simplement
qu’elle est libre pour conclure.

-2 -3 -2 1 2 2 1 2 2
rg 1 2 2 =rg| 0O 1 2 =rg|l 0 1 2 |=3
2 2 1 0 —2 -3 0 01
F est donc une famille libre de cardinal la dimension de R3.

Conclusion : F = (g1, €,, €5) est une base de R> .
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4. Matrice de f dans F :
Par construction, f(&;) = —¢;1, f(g;) =0 et f(&3) = 2¢5.

-1 0 O
Conclusion : A’ = 0O 0 O
0O 0 2

5. Matrice de passage P de B vers F :

-2 -3 =2
Par définition, P = 1 2 2
2 2 1

Calculons son inverse via la résolution d’un systéme :

X X X = —2x—3y—2z
Y |=P| ¥y = Y = x+2y+2z
Z Z Z = 2x+2y-+z
Y = x+2y+2z
— X+2Y = y+2z
Z—-2Y = —2y—3z
Y =
— X+2Y =
Z—2Y+2(X+2Y) =
Y
— X+2Y—2(2X+2Y+7Z)
2X+2Y+Z
X 2 1 2
S y |= -3 —2 =2
Z \ 2 2 1
2 1 2
Conclusion : P1=| -3 —2 -2
2 2 1

6. Expression de A" :

On a A’ =P !AP d’ot1 : A =PAP!. De plus, par une récurrence immédiate :

YneN, A" =p(A)"'PL.

-1 0 o0
P et P! sont connues et A’ étant diagonale : (A")" = 0 0 0
0 o 2"

—2 -3 =2 (=1)"
A= 1 2 2 0
2 2 1 0

Conclusion : A™ s’obtient en faisant ce calcul :

2
-3
2

—2

2
—2
1

x+2y+2z
y+2z
b4

= x+2y+2z

NI R
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On en déduit que la fonction ¢ est négative sur et donc que f est décroissante sur R.

Partie I :

1. Ensemble de définition D de f :
f est définie en x si x # 0.

|Conclusion : D =R". |

2. Prolongement en O :

f(x),ov ﬂ =

x
|Conclusion : On peut prolonger f par continuité en O en posant f(0) = 1. |

1.

3. Etude compléte en O :

—f(0 1—e™—
vx 20 JOO—FO) _ 1-eox
x—0 X2
_ 1 (=)
- 2
—x2 X
~ —=—— carlim—x=0
0 2x2 x—0 1
Donc f est dérivable en 0, de dérivée f'(0) = -3 et sa tangente en O a pour équation

1
=—=(x—0)+1
y 2(x )

Conclusion : La courbe de f est dérivable en 0 et sa courbe admet pour tangente

en O la droite d’équation y = —Ex +1.

4. Dérivée de f sur D :

est dérivable sur D comme quotient de fonctions dérivables et :
q
eX—(1—e™) e *(x+1)—-1
Vx €D, f'(x)= 2 = 22 .
¢(x)
X2

Conclusion : Vx € D, f'(x) = avec p(x)=e (x+1)—1.

5. Tableau de variations de g :

La fonction ¢ est dérivable sur R et : Vx € R, ¢’(x) = —xe™™. Par conséquent,

x | —oo 0 +00
@’(x) + 0] —
0

De plus, lim f(x)=0et lim f(x)= 400 par croissances comparées.
X—+00 X—>—00

D’ou le tableau de variations suivant :

X — 00 +00
f'(x) -
+00
f
0

Partie II :

1. G définie sur :
G est définie en x si x — x et x — 2x sont définies en x et si f est continue entre x et 2x.
Or ceci est vrai pour tout x réel.

|Conclusion : G est définie sur R. |

2. Signede G :

D’aprés la partie I : YVt € R, f(t) > 0. Ainsi le signe de G(x) est donné par 'ordre entre x
et2x.0r:2x 2 x < x =0.
[Conclusion : G est positive sur R, et négative sur R_. |

3. G dérivable sur R et dérivée :

f étant continue sur R, soit F une primitive de f sur R. Alors :

Vx € R, G(x) = F(2x)—F(x). Ainsi, G est dérivable sur R comme opération et composition
de fonctions dérivables sur R et :

Vx €R,G'(x) =2f(2x) — f(x).

e — 672x

Conclusion : G est dérivable sur R et : G'(x) = x
1 si x=0

4. Gdeclasse C! :

G est de classe C! sur R’ et R* et dérivable en 0. Reste a savoir si G’ est continue en 0.
—X —2x
_ —e

~ e ?* ~1.Donc : lim =1=G'(0).

X 0 0 x—0

—X —2x x

e —e _ e*—1
Or:Vx#0,———— =e 2 x ——
X

[Conclusion : G est de classe C! sur R.
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5. Limite de G en +00 :

l—e™ 1—et 1
Vx>0,Vt €[x,2x], " < " <?.
3

2x _—x

Donc : Vx>0,

1
dt < G(x) < ?dt car ici x < 2x.

X X
Ainsi, Yx > 0,(1—e™)(In(2x) —In(x)) < G(x) < In(2x)—1In(x) i.e:
(1—e™)In2<G(x)<In2.
On conclut grace au théoreme des gendarmes.

|Conc1usion : lim G(x)=In2. |
— x>+

6. G bijective :

Yx > 0,e™ > e™2* donc : Yx > 0,G'(x) > 0 et G étant continue en 0, elle est donc
strictement croissante sur R, .
Ainsi la fonction G continue, strictement croissante sur R, réalise une bijection de R, vers
[G(0), lim f(x)[=[0,1ln 2[.

X—+00

[Conclusion : G réalise une bijection de R, vers J = [0,In 2[. |

7. Dérivabilité de G :
G est dérivable sur R, et : Vx € R,,G'(x) > 0 (car on a aussi G'(0) = 1 > 0), donc
G/(x) # 0. Ainsi G* est dérivable sur G(R, ) = [0, In 2[.

|Conclusion : G7! est dérivable sur K = [0, 1n 2[. |
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