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Annexes

1.1 Définition d’'une AL : f: E — F est une application linéaire (un morphisme) si et seulement si
*Vu,v € B, f(u+wv) = f(u)+ f(v)
xVu € E\VA € K, f(Au) = Af(u)

f endomorphisme : linéaire de E dans F,

f isomorphisme : linéaire et bijective de F dans F,

f automorphisme : linéaire et bijective de F dans E.

1.2 Caractérisations : e f: E — F est linéaire < Vu,v € E,VA € K, f(Au+v) = Af(u) + f(v)
e Si f est linéaire, alors f(0g) = Op.

1.3 Ensembles d’AL :  L(FE, F) est 'ensemble des applications linéaires de E vers F.
L(E) est 'ensemble des endomorphismes de E.

GL(E, F) est 'ensemble des isomorphismes de E vers F.
GL(FE) est I'ensemble des automorphismes de E.

L(E,F) et L(E) sont des K-ev: f,g€ L(E,F), \e K= (Af+g) € L(E,F).
1.4 Composées d’AL : e Une composée d’AL est lindaire : Vf € L(E, F),VYg € L(F,G), gof € L(E,G)

e Si f est un isomorphisme, alors sa réciproque f~! est linéaire.




2.1 Tmages directes et réciproques de s-ev :  Si f € L(E,F), si E; est un s-ev de E et F; un s-ev de F,
alors f(E;) est un s-ev de F et f~1(F}) est un s-ev de FE.

2.2 Noyau, image d'une AL :  Soit f € L(E, F).

e Le noyau de f, noté Ker(f), est 'ensemble des vecteurs de E d’image nulle par f :

Ker(f)={u e E, f(u) ZOF}:f_1<{OF})

e L’image de f, notée Im(f), est 'ensemble de toutes les images par f des vecteurs de E :

Im(f) = {f(u), u€ E} = f(E)
o Ker(f) est un s-ev de E, Im(f) est un s-ev de F.

2.3 Lien avec injectivité et surjectivité :  f injective & Ker(f) = {0g}
f surjective & Im(f)=F
3.1 Image d’une base par une AL :  Soit B une base de F, soit f € L(E, F).
o f est entierement déterminée, et de fagon unique, par f(B).
e f(B) est une famille libre de F < f est injective.

o f(B) est une famille génératrice de F' < f est surjective.

3.2 Rang d’'une AL :  rg(f) = dim (Im(f)) =rg(f(B)) ou B est une base quelconque de E.

3.3 Théoreme du rang: Soit f € L(E, F') avec E de dimension finie. Alors : ‘ dim(Ker f) 4+ rg(f) = dim(E) ‘

3.4 Conséquence :  Soit f € L(E, F) avec E, F' de dimension finie et dim(E) = dim(F).
Alors :  f injective < f surjective < f bijective.
4.2 Tmage d’un vecteur : f € L(E,F), u€ E, v= f(u), B base de E et B’ base de F’

Si A =Matg s (f), X = Matg(u), Y = Matg (v), alors :
4.4 Opérations avec les matrices : B, B’, B” bases repectivement des espaces vectoriels E, F, G.
eSi f,ge L(E,F), A € K, alors :
Matg s (f + g) = Matp g (f) + Matg g (9) et Matg s (Af) = A\Matg 5 (f)
o SifeL(E,F),ge L(F,G), alors: Matg p(go f) =Matp g (g9) x Matp s (f)
e Si feL(E),neN,alors: Matg(f") = (Mats(f))"

e Si f € QL(E,F), alors : Mat3/73(f71) = (Matglg/ (f))
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4.5 Matrices de passage: Soit E un espace vectoriel muni de deux bases B, B’. Alors Pg g = Matp g(Idg)

4.6a Changement de bases pour une application linéaire :
B et B’ sont deux bases de E. On note P = Pg . C et C' sont deux bases de F. On note Q = Pecr.

Soit f € L(E,F). On note A = Matg c(f) et A’ = Matg ¢/ (f). Alors : | A= QAP

4.6b Changement de bases pour un endomorphisme :
B et B’ sont deux bases de E. On note P = Pg .

Soit f € L(E). On note A = Matg(f) et A’ = Matp (f). Alors : | A’ = P"'AP




