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Exercice 6 : Résolution d’équations différentielles linéaires
1) (Br):y +ay=ua
* On pose (Hy) : ¢y +zy = 0 I’équation différentielle linéaire homogene associée. Une primitive de = — z
2
x 22
est x — 5 donc d’apres le cours, 'ensemble des solutions de (Hy) est : Sg, = {sc —XeTz, A€ R}.

% On cherche une solution particuliere de (E7) sous forme d’une fonction constante.
yp est solution constante de (E7) si et seulement si Vx € R, 0+ 2y, =z < y, = 1.

2
* D’apres le théoreme de structure, I’ensemble des solutions de (F1) est | S; = {m —XeTz +1, A€ R}.

dC
2) (EZ) : E + koC = aoe_klt

La notation I indique que la fonction inconnue est C' et que la variable est t.

Alnsi, k1, ko, ag sont des constantes (parametres de 1'équation différentielle).

* On pose (Hz) : C' + koC = 0 PEDLH associée. On a : Sg, = {t — Xe "', A€ R}.

* On utilise la méthode de variation de constante (MVC) pour trouver une solution particuliere de (Es).
On pose Cp(t) = A(t)e %2t ot A désigne maintenant une fonction dérivable.

Ona:VteR, C)t) = N(t)e ™! — kyA(t)e~"'. Donc C), est solution de (Es) si et seulement si :

Vt € R, N(t)e %2t — ko A(t)e %2t + ko A(t)e #2t = ape ™1t & Vt € R, N (t) = agelk2—F1)t

= 90 oUekt g ky £k, et A(t) = aot si ko = k1.

ko — k1

—kqt

On pose alors : A(t)

ape

On a donc : Cy(t) = g
2 — k1

si ko # k1 et Op(t) = aote_kﬁ si ky = ko.

apge it
ko — k1
Sy = {)\e_kzt + aote"”t, A E R} si ko = k.

3) (E3) :y —ytanz = — cosz, ’EDLH associée (H3) : ' —ytanz = 0.

x D’apres le théoreme de structure, | So = {/\e_k2t + , AE R} si ko # k.

* Une primitive sur I = } 5 g [ de z — —tanz est  — In|cosz| = In(cos x).
1 1
e~ In(eosz) — = . On a donc Sy, = x»—>i, AeR,.
expolnocos(z) cosz cos T
A
* Recherche d’une solution particuliere par MVC. On pose y,(x) = (z) , avec A dérivable.
cos ¥
N S A i
Ona:Vrel, y,(z)= (2) CObxt (2) 1T Done yp est solution de (E3) des que :
cos?
N A i A
Vo e I, () cosm—;— (z) sinz — (z) tanxz = —cosx
cos? cos T
N 1 2
Vo eI, w =—cosz & Vr e, N(z) = —cos’x = _ L cos(2z)
cos® in(22) 2_’__(22)
x  sin(2z x + sin(2x
On pose donc : A(z) = ST T donc y,(z) = ~teosz
A 2 in(2
* D’apres le théoreme de structure, | S = {x — _ 2z sin( x), AE R}.
cos 4cosw

4) (BE4) 1y cosx +ysinz =z, d’EDLH associée (Hy) : ' cosx + ysinx = 0.

La forme résolue de (Hy) est : y' + ytana = 0.

% e~ (7In(c0s2)) — cosr donc Sy = {x +> Acosz, A € R}.

* Recherche d’une solution particuliere par MVC : on pose y,(z) = A(z) cosx avec A dérivable.
Ona:Vrel, y,(z) = N(z)cosz — A(z) sinz donc y, vérifie (Ey) si :

Vo €I, (N(z)cosz — A\(x)sinz) cosz + A(z) coszsinz =

sSVrel, N(z)cos?z=x & Vrel, N(z) = %
cos?x
Par PPP, en posant u(z) = tanz et v(z) = z, deux fonctions de classe C! sur I :

d
/ rer :/u'v:uv—/uv’:mtanx—/tan:rdm:ztanerln(cos:r)JrC.

cos? x

N 7 ':l:
On cherche donc a intégrer ———.
cos? x

On pose donc A(z) = ztanz + In(cos ), et on a : y,(x) = xsinx + cosz In(cos x).

x D’apres le théoreme de structure, ‘84 ={x — Acosx + xsinx + coszIn(cosz), A € R}. ‘




Exercice 8 : L’élevage de poules
1) Equation différentielle vérifiée par 'inverse :

/

1
On pose y = B Puisque P est dérivable et ne s’annule pas, alors y est dérivable et 3y’ = Pz

o 1 1, P 11
Si P vérifie (E), alors P’ = ZP — 78000]3 donc ~ =P + 3000
donc ! érifie I'équation différentielle : 1y’ 1 + !

n = — véri uation différenti cy = —= —.
Yy=Pp d Y774 T 8000

1 :
L’équation homogene associée est (H) : y’' + = 0, de solution générale yp (t) = Ae™ %, avec A € R.

1 1 1
Une solution particuliere constante ¥, se trouve en résolvant 0 = fiyp + 3000 donc y, = 2000°
1 s
D’apres le théoreme de structure, |y = — =Xe” 1 + ——, A € R.
apres le théoreme de structure, |y = 5 e" 1+ 5000
2) Résolution de (E) :
1 1 2000
Vu ce qui précede, | P(t) = — = - — = - , ke R.
y(t) Ae" 1 + 2000 kem1+1
3) Courbe de masse :
Si P(4) = 200, alors on a une condition initiale qui permet de déterminer la constante k :
2000
P(4) =200 & ————— =200 < kel +1=10 < k = 9e.
ke=1 41
2000 2000
* Masse a 12 semaines : | P(12) = = = 5 ~ 901, 7 grammes.
9e.e”i +1 9e“+1
*x Masse limite : . ligrn ke~ =0 donc ’ la masse limite est de 2000 grammes.
—+o00
Exercice 9 : Une EDL d’ordre 2 a coefficients non constants.
On pose (E1) : 2%y” + zy’ —y = 0, qu'on étudie sur RY.
1) Une solution particuliere :
Si yp(z) = x alors y, est dérivable sur R} et Vo > 0, y,(z) = 1, y, () = 0.
Onadonc: 2%y +azy —y=04+2x1—2=0 donc‘yp:x»—mz: est solution de (El)‘
2) On se ramene & une EDL d’ordre 1 :
Soit y une solution de (F7). On pose z(z) = y(z) pour tout = > 0.
x
/ J—
Alors z est dérivable sur R} et : Vo >0, 2/(z) = w
x
puis 1 Vo > 0, 2" (x) = W' (x) + zy"(z) — y’(m)im2 — 2z(zy' () —y(z) _ 2%y (2) - 2962;’(%) +2y(a)
x x
—3zy’ 3 3
Puisque y vérifie (E}), alors z2y” =y — xy’ donc 2" (z) = i (a:)3—|— y(@) = ——2'(x).
x x

Ainsi, | 2’ vérifie 'EDL (Es) : ¢/ = *§y.
x

3) Résolution de (E2) puis de (E7) :

3 3 A
(E2) : y’—l—;y = 0. Une primitive sur R} de z . est 3lnz, donc| Sy = {x = e 3T — et A€ R}.
A

Si y est solution de (E7), alors IA € R, Vo > 0, 2/(z) = g
A k
+C donc y(z) = 22(z) = —5— + Cz = — +Cu.

On adonc:3C € R, Vz >0, z(z) = 5
x

222

Conclusion : | S; = {x — k +Cuz, (k,C) € RQ}.
x

Remarque : la solution particuliere trouvée a la premiere question correspond a k =0 et C' = 1.



Exercice 10 : Autre exemple d’EDL d’ordre 2, pour laquelle on utilise une fonction auxiliaire.
On pose (E) : 2%y" + y = 0 qu’on étudie sur R’

1) Une nouvelle équation différentielle :

On pose z(t) =y (e!) avec e = z (t € R).

On dérive deux fois cette relation sur R :

VtER, Z/(t) = ey (ef) puis 2"(t) = ey (e!) + ey (ef).

Si y est solution de (E), alors Vz > 0, 2%y (z) + y(z) = 0 donc Vt € R, e*y" (e*) + y (e!) = 0.
On remplace : Vt € R, 2" (t) = e'y/ (e!') —y (') = 2/ (t) — 2(¢).

Alnsi, ‘ z vérifie I'équation diférentielle (F'): 2" — 2 + 2z = 0. ‘

2) Résolution de (F') puis de (F) :

(F) est une EDLH d’ordre 2 & coefficients constants.

On considere I’équation caractéristique 2 — r + 1 = 0, de discriminant A = —3 < 0 et de solutions
1
complexes z; = 3 + 17 et 29 = Z1.

: tv3 tv3
D’apres le cours, on a donc : |Sp = {t — ez <A cos <\2f> + Bsin ({)) A Be R}.

Inx

Pour tout = > 0, on a y(z) = z(Inz), et ez = e’z = /z,

donc : SE{IH\/E<ACOS<\/§21nx +Bsin<\/§21nx>>,A,B€R}.




