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Exercice 1 : Dérivées partielles
1) fa,y) = zev)
x Dérivée partielle suivant = : on considere que ¥y est constant.

0
?(x, y)=1x ecos(zy) 4 x(—y sin(zy))ecos(xy) donc a—f(x,y) =(1-ay sin(zy))ecos(xy).
x x
x Dérivée partielle suivant y : on considére que = est constant.
0 0 .
a—i(m, y) = z(—zsin(zy))e>®¥)  donc 8—£(w,y) = —2?sin(zy)ecos @),
2) g(z,y) = 2%y? Arctan(xy?)
/ g x2y4
* On utilise (Arctanu) = Tra trouve : $(x,y) = 2zy? Arctan(zy?) + ThaZgt
2 3,3

* g—Z(ac, y) = 2yx? Arctan(zy?) + %.
3) h(z,y) = /a* +y?

u’ oh 2z oh x

N A . o J— Va3 _ —
* On utilise (vu) = N On trouve : o (r,y) = SNCT soit o (z,y) = RS
oh Y

* De méme, Remarque : formules valables sur R? \ {(0,0)}.

a*y(ﬂfyy) = \/TT?JQ

4) i(z,y) = ye =ty

0i 0i

ox dy dy

i
x| == (2,y) = —2azye |« —(2,y) =1 x e ¥+ 4 ye== Y donc —Z(:I:,y) = (14y)e " tv.

Exercice 2 : Dérivée d’une composée
Vt>0, ®(t) =V (> +1,e' +1Int —1) avec V une fonction de classe C* sur R2.

D’apres la propriété de dérivation d’une composée : ® est dérivable sur R” par opérations, et

oV 1\ oV
Vt >0, ®(t) =2t— 2+ 1,e! +1Int — 1) + (et—i— ) — (2 + 1,et +1Int —1).

Oz t) Oy

Exercice 3 : Etudes d’extrema
1) f(z,y) =22 +y?> — 23 f est de classe C! sur R?.

0
* On calcule les dérivées partielles de f : a—i(sc, y) =2z — 322 et

0
67{(96’ y) =2y

of — 2
z,y) =0 2¢ — 3z =0
* On cherche les points critiques en résolvant : gx (@9) soit ici : *

2
f possede donc deux points critiques dans R? : (0,0) et (37 0).

« Etude en (0,0) : £(0,0) = 0.

V(z,y) € R% f(z,y) =2?(1 —x) +y* doncsi 1 —x > 0,ona: f(z,y) = 0= f(0,0).
Ainsi, f(0,0) est inférieur ou égal & toute valeur de f au voisinage de (0, 0).

‘ f présente un minimum local en (0, 0), égal a 0. ‘

, 2 2 4 2
* Etude en (3,0> o f (3,0) =0 On pose t = — 3 et on exprime f(x,y) en fonction de ¢,y :

2 3
2 2 4 4 4 8
=(t+= 2o (t+z) =2+ttt — —
flz,y) (+3> +y (+3) +3 +9+y 3t~ o7

2

T o7
Sit=0 (donc z =

4 -ty =f (§’0 —t2—t34+y2. Onadonc: §(x,y) = f(x,y)—f (

37

%), on voit que : § (%,y) =y% > 0 donc f (%,y) > f (%,O).
Ainsi, f n’admet pas de maximum relatif en (%, 0).

0) = —t?—t>+y%



Siy =0, alors §(x,0) = —t* — > < 0 pour tout ¢t > —1. Donc f(,0) est inférieur & f (2,0) dans un voisi-

nage de 2. f n’admet donc pas de minimum relatif en (2,0). | f n’admet pas d’extremum local en (2,0).
2) g(z,y) =2° +y> —3zy. g€ C'(R).

* Calcul des dérivées partielles : @(x, y) =322 -3y et 99 _ 3y? — 3z.

Ox oy
322 -3y =0
* Recherche de points critiques : {3172 3y 0 < (z,y) = (0,0) ou (1,1).
« Etude en (0,0) : g(0,0) = 0. Y =

Siy=0,onag(x,0)=2%doncz > 0= g(z,0) > g(0,0) et z < 0= g(x,0) < g(0,0).

‘g n’admet pas d’extremum local en (0, 0). ‘

« Etude en (1,1) :  ¢(1,1) = —1. Onpose t =z — 1 et u =y — 1, puis 0(z,y) = g(z,y) — g(1,1).
En exprimant a 'aide de ¢, u :
gz, y) =gl +t,1+u) =1+t + (1+u)® =31+ ¢)(1 +u)
=1+3t+3t>+ 83+ 1+ 3u+3u? +u® — 3 -3t — 3u— 3tu
= —1+3t% +¢3 + 3u® + v® — 3tu
§(x,y) = 3t2 — 3tu + 3u? + 2 + u®. On étudie le signe de 6(z,y) lorsque ¢, u sont proches de 0.
On factorise : t3 + u3 = (¢ + u)(t* — tu + u?) donc
§(z,y) =3(t2 —tu+u?) + (t+u)(t? — tu+u?) = (2 — tu + u?) (3 +t + u)
Au voisinage de 0; on a : 3+t +u ~ 3 > 0, donc §(x,y) est du signe de t? — tu + u?.
Mais : #2 — tu +u? = (t — u)? + tu > 0 si t et u sont de méme signe,
et : t2 —tu+u? = (t +u)? — 3tu > 0si t et u sont de signes opposés.
Ainsi, Vt,u € R, t? — tu + u? > 0, donc §(z,y) > 0 au voisinage de 0.

En conclusion : ‘g admet en (1,1) un minimum relatif, égal & —1. ‘

Exercice 4 : Un systeme différentiel
1) Solutions constantes de (.5) :

0=1y?
On suppose que z, y sont des fonctions constantes vérifiant (S). On a alors 2’ = ¢ = 0, donc : {O y'
=sinz

‘Les couples de solutions constantes de (S) sont : {(z: ¢t — km,y:¢t—0), k € Z}. ‘

2a) Une condition vérifiée par des solutions de (S5) :

Soit @ : t — V (x(t),y(t)) avec V € C*(R?). On suppose que (z,y) est solution de ().
Alors ® est dérivable par opérations, et ®'(t) = x’(t)%(z(t),y(t}) + y’(t)g—‘y/(z(t),y(t)).
en remplagant : &’ (t) = y> (t)g—‘;(x(t), y(t)) +sin (z(t)) %—Z(m(t), y(t))

La fonction ® est alors constante lorsque sa dérivée est nulle : yga—‘;(x, y) + sin(x)a—v(:v, y) = 0.

%y
2b) V(z,y) = cos(x) + % est de classe C! sur R2.

v v, o,
On a: %(x,y)——sm(x) et 3y (x,y) = y*.

v
Donc yza— (m, y) +sin (:E) ov (x, y) = y?(—sinz)+sin(x)y? =0 donc‘ V répond a la condition précédente.

ox oy
3) Lien entre x et y avec condition initiale donnée :
On suppose que xg et yo forment un couple de solutions de (S), tels que : 5
yo(0) = —V/3

3

On sait alors que ® : ¢ — V (20(t), yo(t)) est constante lorsque V(z,y) = cos(z) %

4 3 (_\3/3)3
On évalue cette constante en t = 0 : ®(0) = V (0, —/3) = cos(0) + 5 = 1-1=0.

: — 0. ol (%o(1))®
Donc : Vt € R, ®(t) =0, soit Vt € R, cos(zo(t)) + s 0

On exprime alors yo(t) en fonction de () : |Vt € R, yo(t) = {/—3cos (zo(t)).




