TDO05 variation de fonctions

TDO05 — Correction

Je m’échauffe avec les compétences de base ! I

Exercice 1:

1.

f1 est la composée de la racine carrée définie sur Ry et d’un polynéme défini sur R.
Soit x € R,

f1 est définie en 7 < { x — —2x + 6 est définie en x
1

—2x+62>0
reR
<3

Ainsi par composition | Dy, =] — o0, 3]

. fo est un quotient.

Soit x € R,

x +— 1 est définie en x
fo est définie en z < x — 22 — 62 + 5 est définie en z

22 —6x+5#0
o x € R polynémes
(z—1)(x—=5)#0

reR
r#letx#5
Ainsi par quotient | Dy, =R\ {1,5}

. f3 est un quotient.

Soit z € R,
x +— 1 est définie en x
f3 est définie en z < x +— In(z) est définie en x
In(z) #0
zeR
< r € RY
x#1
Ainsi par quotient | Dy, =0, 1{U]1, +o0]

. f4 est le produit de x +— x définie sur R et de = +— |z| définie sur R.

Ainsi

5. f5 est la somme de deux fonctions définies sur R donc

. fe est la composée de la fonction logarithme définie sur R et d’un polynéme défini sur R.

Soit t € R,
t — t2 + 3t + 2 est définie en ¢

fe est définieent < {t2+3t—|—2>0

teR
{ (t+1)(t+2)>0

telR
{ t €] — 00, —2[U] — 1, +00[ (trindme positif & extérieur des racines)

Ainsi par composition | Dy, =] — 0o, —2[U] — 1, +00[
. f7 est un quotient.
Soit u € R,
u — u+ 4 est définie en u
f7 est définie en u < u — u? — 1 est définie en u
u? —1#0
u € R (polynomes)
{ u? # 1

uelR
u#t—letu#1l
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TDO05 variation de fonctions

Ainsi | Dy, =R\ {-1,1}

8. fs est 'exponentielle de base 5.
Elle est définie sur et f(z) = e* ),

9. fg est la composée de la fonction puissance m définie sur R* (exposant réel non entier) et du polynome

T T+ 5.
Soit x € R,
fo est définie en z < { i :>5x>+04 est définie en x
x € R (polynome)
{ x> -5
Ainsi | Dy, =] — 5, +00]
10. f1op est un quotient.
Soit 0 € R,
0 — tan(0) est définie en 6
fio est définie en 0 < 0 — 6 est définie en 6
0 +£0
0 e R\ {5 +km kecZ}
& feR
0#0

Ainsi | Dy = R*\ {§ + km, k € Z}

Exercice 2:
Pour ne pas faire d’erreur sur la recherche des images d’intervalles, pensez a étudier les tableaux de
variations ou tracer ’allure de la courbe.

1. fi(I) = [0,4]

2. fo(I) =[-8,1]

3. f3(I) = [-4,5]

4. fu(I) =10,4]

5. f5(I) ={-3,-2,-1}
6. fe(I) =[0,1]

7. (D) = [-1,

8. fs(I) = [7,6]

Exercice 3:

1. La fonction f; est définie sur R.
Soit t € R, —z € R
fil—zx)=e @ —e (P = _ e = _(e® —e %) = —fi(z).
La fonction f; est impair.

2. La fonction fy est définie sur R.
Soit t e R, —z € R

72z71 e*2m(1_e2x) o 17621 . 62171

f2(_.'1:) - 27214_1 = 6721‘(1+e2z) - 1+e2z - _62z+1 = _fQ(x)
La fonction fo est impair.

3. La fonction f3 est définie sur R.
Soit t e R, —z € R
—x —2x,x
f3(_$) = (e—eaurl)? = e_gx(eme+l)2 = fg(fE)
La fonction f3 est pair.

Exercice 4: Soit n € N On commence par revenir & la définition. On a {/n = ew ("),

Etudions les variation de la fonction f:x — e (@),

La fonction f est définie et dérivable sur R .
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TDO05 variation de fonctions

Onavee Ry, f(r) = 155es ),

Etudions le signe de la dérivée. Soit x € R
f(#)>0 < 1—In(z) >0
1> In(x)
r<e
La fonction f est croissante sur |0;e] et décroissante sur [e;+ool.

La fonction f admet un maximum en e.
La valeur maximal de {/n est donc atteinte en |[e | =2 ouen |e] +1=3.

Comme V2 ~ 1,41 et que v/3 = 1,44, la plus grande valeur de Un est /3.

Exercice 5:

e On a une forme indéterminée du type 3. Factorisons par x au numérateur et au dénominateur.

On a:

3

3

5—2 5—2

737( m) lim L

(7 1) J:—>+ooz—1
x

xT

A= lim
T—+00 I

Ainsi par quotient

e Le sinus n’admet pas de limite en —co. Procédons par encadrement.

Vr € R*,
— 1
—1<sin(z)<1l&e — > sm(?)x) > — car z°
x x x
Or lim 4 = lim =L =0.
z——o0 ¥ z——o0 T
sin(z
D’apres le théoreme des gendarmes, on a|B = lim (3 ) =0
T——00 I
e Il n’y a pas de forme indéterminée.
lim z+1=1donc lim z(x+1)=0".
z—0~ z—0~
1
Ainsi Par quotient |C' = lim = —00
z—0— l‘(l’ + 1)

e On a au numérateur une forme indéterminée du type oo — co.
Factorisons par z au numérateur et au dénominateur.

o (1-27) o (1- %)
z—+00 . ( n:(cfc) +1 z—+o0 . ( ng(cac) + 1) T—r+00 L +1
: 1 . () . ,
Or lim — =0et lim = (0 par croissance comparée.

x—+00 \/:E
Ainsi par quotient | D =1
e lim zln(x) =0 (résultat de cours)
z—0t
et lim eX =1
X—0
Donc par composition des limites :
E = lim e =1
z—07F

e Le cosinus n’admet pas de limite en +o0o0. Procédons par encadrement :

-1 z 1
Ve e Ry, —1 <cos(e’) <1< cos(e”) <

2+1 " 2241 ~ 2241
1; -1 _ li

Or m%ufoo z?+1 x~1>r+noo

e On a une forme indéterminée du type 0 x oo.

G= lim XIn(X)=0

Posons X = In(z). On a lim In(z) = 0% donc
z—1t X—0t

_ 1
1=

car 22 +1>0

IQ—IH = 0 donc, d’apres le théoreme des gendarmes

(résultat de cours)
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e On a une forme indéterminée du type oo x 0.

Posons X = /x.
Ona lim /x=+oodonc H= lim X% .
T—~+00 X—+o0
4
Ainsi|H = lim —; = 0 par croissance comparée
X—+4o0 €

1 1 1
o Vx € RY, {J < - {J + 1.
T T T
On en déduit : .

1 1
VxER*,1<{J < -
x x x

1 1
Or lim — — 1 = +o0 donc par comparaison | I = lim {J = +00
z—0t T z—0t | T

e On a une forme indéterminée du type co — oco.
Factorisons par .

J= lim x<\/§—3+ln(w)>: lim m(1—3+1n§cx))

T—+00 T X T—>+00 \/E

= 0 par croissance comparée.

1
Or lim — =0et lim
r——400 \/5 r—+o00 I

Ainsi par somme et produit de limites on obtient

e K = lim e(f’”rl)ln(%): lim e—(:r:+1)ln(x)
T—+00 z—+00

Or lim —(z+1)ln(z) = —occet lim eX =0
T—+00 X——o00

Donc par composition des limites | K =0
Exercice 6:

1. f1 est le quotient de deux polynomes définis sur R. Elle est donc définie si et seulement si son
dénominateur de n’annule pas, c’est a dire z # 2. (voir exercice 4 exemple 7 pour la rédaction ri-

goureuse ).
Ainsi | Dy, =R\ {2} |
On a:
lim fi(z) = lim 32° = 400
T—2— r—2— 2 — X ,
3x
o liy (o) = Jig 5 = o

Ainsi |La courbe de f; admet une asymptote verticale d’équation x = 2

322 3
De plus lim fi(z) = lim + = lim % = —00
T—+00 T—r+00 _j;(5 — 1) T—+00 e 1
: : 3a° :
et lim fi(z)= lim ————= lim s—— =400
T——00 T——00 x(g — ]_) r——00 £ —

2. fo est le quotient d’une somme d’une fonction définie sur Ry (racine carrée) et d’une fonction définie
sur R* (inverse) avec la fonction identité.

On a donc | Dy, = RY |

i o) =

|La courbe de fa admet une asymptote verticale d’équation x = 0

2z — + 2 1
et lim fo(x)= lim b = lim ——-—5=0
T—+00 T—+00 €T T—+00 \/E €T

3. f3 est la composée de la fonction racine carrée définie sur Ry et d’un polynéme définie sur R.
Soit z € R,
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TDO05 variation de fonctions

x +— 22 — 4x + 3 est définie en x

f3 est définie en z & {332—4334-320

r eR
{<x—1><:c—3>zo

reR
{ x €] — 00, 1] U [3,4+00| (trindme positif a Uextérieur des racines)

Ainsi | Dy, =] — 00, 1] U [3, +00[
— T 2(1 44 3y 1 N 2 _ é — /
9 AN 3 — 3 — é i — — . 1S-cl = — 4
D’ou xgrfoo fa(x) = xgriloox (1 -3+ =3) = +oo. En —oo0 : cette fois-ci || x donc les résultats

seront différents.
. . . . 4 3 _
On a xgr_noo fa(x) = ngPoo /(1= + 25) = +oo.

4. Le domaine de définition de la fonction f; est le méme que celui de la fonction f3

— T /1 441 3 _ »— i 144 3 _
xEI-II—loole( )_mgl—}—loox 1 a:+x2 v acgr—{lool‘( 1 :c+oc2 )

On utilise la quantité conjuguée et on obtient :

—4 —4
lim fy(z)= lim =z = lim e =-2

T——+00 x—+00 /1_7+z2+1 T—+00 /1_7+x2+1 2

Ainsi |La courbe de f3 admet au voisinage de +o00 une asymptote oblique d’équation y = x — 2

3 _ : / 4 3 _ . / 4 3
5. En % xEIPoof5(x) _zg@oo_x 1- 5—i_P—i_l‘_JeEIfnoox(l N 1- E—i_ﬁ)

On utilise la quantité conjuguée et on obtient :

4_3 _3
lim fs5(z) = lim =z = lim Z
Ainsi |La courbe de f3 admet au voisinage de —oo une asymptote obhque d’équation y = —x + 2

6. fe est la composée de la fonction logarithme définie sur R” avec la fonction z +— 1+ e3% définie sur R.

Soit z € R,
. 1+ €% est défini
fa est définie en 2 & { 313+ 63;_;0 esb e en
reR
e3® > —1 toujours vrai car l’exponentielle est strictement positive

Ainsi

lim 1+ e =+occet lim In(X) = +oo
X—00

T—>+00
Donc par composition des limites lim f4(z) = 400
r—+00

7. Le domaine de définition de la fonction f7 est le méme que celui de la fonction fg
lim fr(z) = lim In(e3®) +In(e™* +1) -3z = lim In(e™3*+1) =0

r—r-+00 T—-+00 r—r-+00

|La courbe de fg admet au voisinage de +o0o une asymptote oblique d’équation y = 3x|

8. fs est un quotient de deux fonctions définies sur R avec un dénominateur ne s’annulant pas sur R donc

e’ —1 .
im = —1lcar lim e*=0.
z——o0 eT + 1 T——00
|La courbe de fg admet au voisinage de —oo une asymptote horizontale d’équation y = —1 |
T(]— e T 1—e®
Par ailleurs lim fs(z) = lim el=e™) = lim < 1
z—+00 T——00 ea:(l + e—x) z——oc0 1l + e~ 7%

|La courbe de fg admet au voisinage de +00 une asymptote horizontale d’équation y = 1 |

Exercice 7:
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TDO05 variation de fonctions

1. On obtient I'inégalité proposée en étudiant le sens de variations de la fonction f définie sur [0, 1] par
f(x) = 2(1 —2) = x — 2%. On remarque que cette fonction est & valeurs positives sur cet intervalle et
qu’elle présente un maximum en ... qui vaut ...

2. (a) La fonction est strictement décroissante sur | — 1, 0] puis strictement croissante sur R...
(b) Cela découle immédiatement de la négativité de f sur son domaine de définition.

3. On démontre 'inégalité de droite en étudiant par exemple la fonction g d’expression g(z) = sin(z) —
2

sur [O, ;r] Pour 'inégalité de gauche (plus compliquée), on pose h(z) = sin(z) — —x. On étudie le
T

signe de cette fonction en dressant son tableau de variations. Pour étudier le signe de h'(z), il faut
dériver h/, étudier le signe de h”(x) et invoquer le théoréme de la bijection pour dire que A’ s’annule
une unique fois sur l'intervalle d’étude en un certain o qu’on ne peut pas explicitement déterminer.
La fonction h est alors croissante sur [0, o] et décroissante sur [, Z]. Or h(0) =0 et h (%) = 0. D’on
le signe de h(z) pour z € [0; 5] et I'inégalité.

Je me perfectionne ! I

Exercice 8:

T —2
it la foncti =z —1+1
Soit la fonction f(z) =z + n(gg+2

).

1. x — x — 1 est définie sur R.

g:x— In(Z +2) est la composée de la fonction logarithme définie sur R et de la fonction = ﬁ
définie sur R\ {—2}.
Soit z € R,
»—> 25 est défi
g est définie en x & x x“ est definie en
:I:+2 >0

{ z e R\ {~2}

x €] — 00, —2[U]2, +oo] ( faire un tableau de signes )
Ainsi par composition g est définie sur | — oo, —2[U]2, +00].

Enfin par somme, |f est définie sur | — oo, —2[U]2, +oo[|

2. Iim+ f(z) = —oo (donc x = 2 est 1’équation d’une asymptote verticale)
T2
lim f(z) = +oo (donc x = —2 est I’équation d’une asymptote verticale)
T——2"
lim f(z) =—o00
T—r—00

z—2
3. On observe que a:grfoo In(373) =0,

donc |la droite A d’équation y = x — 1 est une asymptote oblique a la courbe de f en +oo|

Pour étudier la position de Cy par rapport a A, on étudie le signe de f(x) — (z — 1), c’est a dire le

signe de ln(ié)

Cette expression est négative (puisque
en dessous de son asymptote.

T—z

- +2 < 1 au voisinage de +00) donc la courbe de f est située

4. Comme précédement | la droite A d’équation y = x — 1 est une asymptote oblique & la courbe de f en —oo|

Pour étudier la position de C; par rapport a A, on étudie le signe de f(z) — (x — 1), c’est a dire le

signe de ln(;é)

Cette expression est positive (puisque £ = +2 > 1 au voisinage de —o0) donc la courbe de f est située au

dessus de son asymptote.
2

5. f est dérivable sur | — oo, —2[U]2, +o0[ et f'(z) =1+ ﬁ = 5

z2—4
Ainsi f est strictement croissante sur | — oo, —2[ et sur |2, +00].

6. On obtient :
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Exercice 9:
1. Dy = R (conseil, partir de I'inégalité 2241 > 22 et montrer que = + V22 + 1 est toujours strictement
positif) :
Soit x € R,
2?+1>2°2 e V22 4+ 1> V2 car la fonction racine carrée est strictement croissante sur R™
S Va2 41> |2

S+ Vat+1l>az+ |z

et pour tout z € R, |z| > —z donc |z| + = > 0. Donc pour tout z € R, z + va? +1 > 0.

2. R est symétrique par rapport a 0 et Vo € R, f(—x) = —f(x) donc f est impaire (penser a utiliser la
quantité conjuguée) :

soit x € R,

ln( 1)

1 ( 24+ 1 — 22 >

n
x+ \/5[)2

ln( )
e

:—ln(x—i— x —i—l) = f(x)
3. azggloof( x) = 400 et xgriaoo f(z) = —oo (fonction impaire)

4. On peut limiter I’étude a Ry en raison de I'imparité.
f est dérivable sur ce domaine comme composée de fonctions dérivables.

1
VxER, f/(l’):\/ﬁ>0

Ainsi la fonction est strictement croissante sur Ry (et donc aussi sur R par symétrie)

5. Tracer la courbe représentative de f.

L’étude de la limite de @ en +oo nous donne 0. La courbe admet donc au voisinage de 400 une
branche parabolique de direction asymptotique ’axe des abscisses.
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Exercice 10:

1. En factorisant par x au numérateur et par /= au dénominateur, on obtient lirf f(x) = +oo.
T—>+00

2. (a) La fonction f est dérivable sur Ry. Il suffit de savoir calculer.....
(b) Soit z € Ry. On cherche le signe de f'(x).
f'(z) est du signe de z + 4\/x — 1. On pose X = /z € R,.
On résout I’équation X2 + 4z —1 = 0.
Le discriminant vaut 20.
L’équation a deux solutions réelles —2 — V5 et —2 + /5.
Comme —2 — v/5 < 0, on trouve une seule solution positive —2 + v/5.

fl2)>0 <= Vo>-2+5

— 2> (2—5)% car 2 — \/z strictement croissante sur R

z 0 2-v5)2 400

f - 0 +

0 400

N

1. f est la composées de deux logarithmes (défini sur R ).

Soit x € R,
e x +— In(z) est définie en x
f est définieen x & { In(z) > 0

{xeRi

Exercice 11:

r>1

Donc | Dy =|1, +o0]

2. g est le quotient d’une fonction constante définie sur R et de la fonction z — e® + e=* — 2 définie sur
R.
Soit x € R,
z +— 1 est définie en x
g est définie en x < r—e¥ + e ¥ — 2 est définie en x
ef+e =20

zeR
ef+e ™ —-2+4£0
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Résolvons I’équation e® + e % — 2 = 0.
e —2=0 & ¥ -2"4+1=0
& (e*—1)2=0
& e =1
& x = 0( le logarithme est strictement croissant sur RY.)

Par conséquent | g est définie pour x # 0 donc sur R*

définie sur

, . . , e . T —
3. h est la composée de la fonction racine carrée définie sur R et de la fonction = +—

— 2z
R\ {3}.

Soit x € R,
1
T est définie en
h est définie en x < x—1_2$
>0
3— 2z

i

{xeR\é}

z € [1, 3] (faire un tableau de signes)

NI

[

finalement | Dy, = [1,

Exercice 12:
1. Xo < X4z donc %0 — X,}mz >0

De plus Vt € R, e > 0 et anm >0
Ainsi la fonction étudiée est un quotient de fonctions définies sur R avec un dénominateur strictement

positif donc

2. xsir>0alors lim e =0 donc| lim X(¢) = Xz
te+o00 [ASE )

Ainsi, si le taux de croissance est positif, la population augmente jusqu’a atteindre la capacité
maximale.
* sir <0 alors lim e”
tE+o0

" = +oo donc | lim X(¢) = X
te+oo

Ainsi, si le taux de croissance est négatif, la population diminue jusqu’a ’extinction.

Maintenant que je suis fort(e), voici des extraits de DS!

Exercice 13:

1. La fonction z — —2x est définie sur R en tant que polynome.
Etudions alors le domaine de définition de la composée x — In(e* — 1) :

Soit z € R,
r—1 Sfini
x +— In(e® — 1) est définie en © & mz»—>e est définie en &
e —=1>0
zeR
x>0

Ainsi par composition la fonction x — In(e” — 1) est définie sur R .

Enfin par somme, on a |Dy = R

2. lier f(x) = —oo | d’apres les limites des fonctions exponentielle et logarithme.
z—0

3. (a) Ve eR:, f(z)=In(e*(1—e7%)) —2x=In(e”)+In(l —e ™) =2z =z +In(l —e %) — 2z.
Ainsi |Vz € R, f(x) =In(1 —e™®) —x

(b) On en déduit | lim f(x) = —o0

T—r—+00

4. On montrerait comme a la question 1) que f est dérivable sur RY .
On aVz e R, f'(z) = eil —2= g;f?

eI
On en déduit le tableau de signes suivant :
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x 0 In(2) +00

signe de 2 — e” + 0 -

signe de e* — 1 + +

signe de f'(x) + 0 -

Puis le tableau de variations :
x 0 In(2) “+o00
I + 0 —
—21n(2)

! AN

—00 —00

5. On a lim+ f(z) = —oo donc la doite d’équation est une asymptote verticale a la courbe
z—0

représentative de f.

Par ailleurs,étudions le comportement asymptotique de f en +oc.
M — lim In(l—e *)—x — lim In(l—e™ ") 1=_1
x T—>+00 x T—>+00 x

lim
T—+00
Etudions alors lim f(z)+xz= lim In(l1—e™*)=0

T——+00 T——+00

Par conséquent la droite d’équation est une asymptote oblique a la courbe représentative de
f en +oo0.

6. On obtient la représentation graphique :

-1

-2

-3

Exercice 14:
1. f:xz+— In(z? — 3z + 2)
f est la composée de la fonction logarithme définie sur R* et d’un polynéome défini sur R.
Soit z € R,

2 P
4fini = x® —3 2 est défi
f est définie en z < { reet T + 2 est delinle en

372 =32 +2>0

reR
{ x €] — 00, 1[U]2, +00]
En effet, le trinome du second degré z? — 3z + 2 admet pour racines 1 et 2 et son signe est donné dans
le tableau suivant :
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x -00 1 2 +00
2?—3z+1 + 0 - 0 +
Donc par composition, | Dy =|-00, 1[U]2, +00[|.
On a
li = lim In(X)=- t de mé li = -
Jim f(zx) (Jim n(X)=-oc0 et de méme lim, f(z) = -0
De plus,
. : 9 3 2 .
lim f(r)= lim In{z°|1--+4+—]]= lim In(X)=+o00
T—+00 T—+00 X x X—+400

3
car lim x? <1 -——+ > = t+00. Donc| lim f(x) = +oo|et de méme| lim f(z) = +o0|

T—+00 T—>—00
.gix+— /1 —In(x)

g est la composée de la fonction racine carrée définie sur Ry avec la fonction x +— 1 — In(z) définie sur

RY .
Soit z € R,
o x+— 1 —In(x) est définie en z
g est définie en x < { 1~ In(z) >0
x € Ry
1> In(x)
x € Ry
x<e
Ainsi par composition | g est définie sur |0, €]
Comme lim In(z) = -oco, on a
z—07F

lim g(z) = lim VX = +00

z—07t X—+400

Et| lim g(z) =0}

r—e

. h:x+— (x4 1)® L’expression de h se réécrit : h(x) = e @+,
h est la composée de la fonction exponentielle définie sur R et de la fonction z +— zIn(z + 1) définie
sur | — 1, +ool.
Soit x € R,
h est définie en < { x> xln(z + 1) est définie en =
x — x est définie en x
{ x +— In(z + 1) est définie en x
zeR
{ x + 1>0
& { x€l—1,400]

=

Donc par composition, |Dh =] — 1, +o0] |
On a lim zln(z +1) = +oo donc | lim h(z) = lim e® = +o00|De plus, lim In(z +1) = -c0
T—>+00 T—+00 X —+oo z——1+F
donc lim zln(z+ 1) = +o0o0 et donc| lim h(z) = lim e¥ =100
z——17+ z——17F X—+00
cos(x
ke 2@
1—e®

k est le quotient de la fonction cosinus est définie sur R et de la fonction z — 1 — ¢*® définie sur R.
Soit x € R,
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x > cos(z) est définie en z

k est définie en x <& x> 1—¢e* est définie en z
1— e #0
o zeR
e’ #1
o zeR
x#0
Par quotient .
Ona lim (1—e*)=0"ct lim cos(z) =1 donc| lim k(z) = —oo| De méme, lim (1 —e®")=0"
z—0~ z—0~ z—0~ xz—0t
donc| lim k(x) = -oo| On cherche maintenant la limite de f en -oo et en +oo. Pour tout € R*, on
z—0t
1 -1
a —1 < cos(z) < 1. Comme 22 >0, ona 1 —e” <0 et donc — < k(z) < ———.
1—e® 1—e®
+1
Or lim (1—e$2) = -oodonc lim ——— = 0. Le théoreme des gendarmes permet alors de conclure
z—T oo z—too 1l —e®

que | lim k(z)=0]|

z—*t oo

5. 8:x—> V2 +4x+3—Vx2 +1
Notons l1 :z—= Va2 +4x+3etly iz — Va2 +1
l; est la composée de la fonction racine carrée définie sur Ry et d’un polynome défini sur R.
r €R,

x — 22 + 4x + 3 est définie en z

[y est définie en x < {$2+4$+320

rzeR
{ (x+1)(x+3)>0

reR

x €] —o00,—3|U[-1,400]
Par composition = — V2 4+ 4z + 3 est définie sur |00, —3] U [—1, +o0|.
En raisonnant de la méme fagon on obtient que Iy est définie sur R.

Finalement par somme, |Dg =]-00, =3] U [—1, +o0] |

Onal| lim #(z)=—-V10|et| lim £(x) = —v/2| Pour tout = € Dy, on a

T——3" z——11

Va4 4z +3+ Va2 +1
Va2 +dz + 3+ V2 +1

(z) = (\/;1:2+4x—|—3—\/x2—|—1> X
4z 4 2

Va2t Az +3+V22 1
B 4z + 2

Vo + 2+ 2) + \Ja2 (1+ %)
4 + 2

[y /142 4+ 2 + |2y /1+ %

x(4+%)

2l (V14243 +/1+2%)

4 3 1
On a lim \/1+—|—2+\/1—|—2> =2et comme |z =xsiz >0et|z] =—zsiz <0, on
r T T

z—T oo

obtient :

lim /(z)= -2 et lim /(x) =2

T—r—00 T—r+00

Exercice 15:
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1. (a) x On cherche le domaine de validité D de 'inéquation. Soit = € R. Alors :

€D <— 3r—520 < x>

w| ot

5
Done D = [3, +00 [
* Soit z € D. Comme la fonction carrée est strictement croissante sur Ry et comme x —1 € Ry

)
(puisque x > 3 >1)et 3z —5€R;,ona:

r—1>2vV3r—-5 < (z—1)>>23z-5
— 22 -2 +1>3z-5

— 22 -52+6>0

Le trinéme 22 — 5z 4+ 6 a un discriminant égal & 1 et ses racines sont 2 et 3. L’ensemble des
solutions dans R de I'inéquation 22 —5z+6 > 0 est donc |-o0, 2]U[3, +00[. Par conséquent, I’en-

5
semble des solutions de I'inéquation initiale est |D N (]-o0,2] U [3, +o0[) = [3,2] U [3, +o0]

)
puisque 3 < 2.
(b) Notons Dy le domaine de définition de f. Soit € R. Alors :

3z—520

5
< z¢€ {72] U [3, +oo|
r—1—+/3x—-520 3

xeDf¢:>{

5
d’apres la question 1.(a). Finalement, | Dy = [3, 2} U [3, +oo[ |

(¢) On n’oublie pas la commande float puisqu’on demande un nombre & l'utilisateur :

x=float (input ("Donnez un nombre réel.")|)
if (5/3<=x<=2 or x>=3)

print("valeur correcte")
else :

print("valeur incorrecte")

Remarque. Dans la boucle if, on pouvait aussi proposer :
if (3*x-5>=0 and x-1-sqrt(3*x-5)>=0)

mais il ne faut pas oublier d’importer le module math (avec la commande from math import ).

)
2. (a) Pour tout x € [3,+oo [, ona:

o) = m¢fr (.
1 1

Comme lim —= lim — =0,ona| lim f(z)=+o00|
T—>+oo I T—>+00 /T T—+00

(b) La fonction x — 3z — 5 est dérivable sur R tandis que la fonction racine carrée est dérivable sur
R* donc, par composition, la fonction x — /3x — 5 est dérivable en tout z € R tel que 3xz—5 > 0.

3
Cette fonction est donc dérivable sur } 3 +00 [ Par somme, la fonction x — =z — 1 — /3x —5

est dérivable sur }5, +oo{ tandis que la fonction racine carrée est dérivable sur R* donc, par
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3

ot

composition, la fonction f est dérivable en tout nombre x € ] , +00 [ telquex—1—+/3z —5 > 0.

En reprenant la résolution de I'inéquation de la question 1.(a), on trouve donc que :

)
le domaine de dérivabilité de f est } 3 2 [U]?), +00]
5
De plus, pour tout x € 3,2 UJ3, +o0[, on a :
3
= 2v3r -5 -3

f(x)

oz —1-V3z-5 437z —5Vr—1-3r-5
,2[U]3,+oo[. Comme 4/37 —5y/z —1—+/32—-5>0,0n a:

)
it 5
(c) Soi xe}s

3
()20 <= 2V3r-5-3>0 \/33:—525 = 3Jr—5>

| ©

. . . . 9
car la fonction carrée est strictement croissante sur Ry et car v/3xz —5 € R, et 1 € R;. Donc :

2 2
f(z) >0 < 3x>zg = x}l—g

29 . : L S . .
Comme 2 < D < 3, la fonction f est strictement décroissante sur 3" 2| et strictement croissante

sur [3, +oo[. D’ou le tableau de variations de f :

x g 2 3 +00

f'(@) - +

wiN

Exercice 16:

1.

. Comme f est paire, on déduit du tableau de variations que sa valeur maximale sur [—, 7] est | f(0) = %

La fonction f est définie sur R car la fonctions cosinus l'est et pour tout € R, 4 — cos(z) # 0 puisque
pour tout z € R, —1 < cos(z) < 1.

Ainsi le domaine de définition est

.V eR, —x €R, et f(—x) = 4250(;(?2;:) = 421(:&) = f(z) donc

.V eR, z+2n € R, z—21 € R, et f(z+271) =

%. Or le cosinus est une fonctions 27w
périodiques d’ot :
Ve eR , f(z+2m) = 43(280(:&) = f(x). Donc | f est 2w périodique|

Ainsi il suffit d’étudier cette fonction sur un intervalle de longueur 27 par exemple [—m, 7].

Comme par ailleurs la fonction est impaire, sa courbe est symétrique par rapport a l’origine,

|il suffit donc de ’étudier sur [0, 7] et de compléter par symétrie|

. | f est dérivable sur ]R| en tant que quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne

s’annule pas.

On a Vr € R, f/(l') _ —sin(x)(4z§iscsja;)()g,:—))c§s(x) sin(z) _ (414021;%))2

. Pour tout z € [0, 7], sin(z) > 0 donc la fonction f est décroissante sur [0, 7].

et sa valeur minimale | f(7) = —%

Comme f est 27 périodique, ce sont les mémes valeurs sur R.
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