TD06 — Dérivées

TDO06 — Correction

Exercice 1:
1. f:az+— 22— 32*
La fonction est dérivable sur R .

V:cER*,f’(:v)z%—lQaz?’

2. fixr— 22° ¢

Inz

La fonction est dérivable sur R4 \{0;1}.

1‘3—$ n(x)— ;1:3 T
Vo € Ry\{051}, f/(x) = sl lnte) 2t

. z?—\/x
3. fror— =3
La fonction est dérivable sur RY .

. 21:—%—3:2-1—\/5
Vo eRY, fl(z) = —22——
4. f:x»—>e$21na:

La fonction est dérivable sur RY .
952
Vo e RY, f/(z) = 2ze® Inz + —.
5. frxr— zln(z) —=x
La fonction est dérivable sur RY .
Vo e R, f'(z) = In(z).
In(z? + 1)
6. fix+—p ——2
frw 241
La fonction est dérivable sur R.
. 2z(1 — ln(ac2 +1))
e R S0 ="y

x

2+ 1

La fonction est dérivable sur R. )

VaZ+1- “”571

Vo e RY, f(z) = 22 + 1I 1= (1,2_,_11)3/2
8. frxr— (z—1)(2—e77)

La fonction est dérivable sur R.

Ve eR, f/(x) =2+ ze ™

x

7. frzr—

et —e”
La fonction est dérivable sur R.
Ve eR, f/(x) =

9. f:x+—

(e:r + ef:r)Z
Exercice 2:
1. Dy = R\ {2} et f est dérivable sur R\ {—2} comme quotient de fonctions définies et dérivables
sur R\ {—2} dont le dénominateur ne s’annule pas sur R\ {—2}. On a de plus, Vz € R\ {—2},
o) —
fiw) = (x +2)%
2. Dy =R et g est dérivable sur R (car c’est une fonction polynémiale) et : Vt € R, ¢/(t) = —30(1 — 5¢)°.

3. Dy = R et h est dérivable sur R (car c’est une fonction polynomiale) et : Vu € R, h'(u) = 5u* + 8u® —
3u® — 2u — 2.

4. Dy = Ry et g est dérivable sur R (car la fonction racine carrée est définie sur Ry et dérivable sur
R%) et : Vy e RY, ¢'(y) =8y + 6,/y + 1.

5. Dy =Ret f est dérivable sur R et : V¢ € R, f'(t) = 2cos(2t).
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TD06 — Dérivées

10.

. Soit x € R, h est définie en z <— {

x — 22 + 1 est définie en z

2?2+ 1 € R% car z — In(x) est définie sur R

Comme 1+ 22 > 0, h est définie sur R.

La fonction x + In(z) est dérivable sur R} et x — 22 + 1 est dérivable sur R.

Par composition la fonction h est dérivable en z € R, si 22 4+ 1 > 0. Ce qui est vraie pour tout z € R.

Donc h est dérivable sur R

Dy = Ret g est dérivable sur R (comme composée de fonctions définies et dérivables sur R) et : Vo € R,

2

J@) = (1-a%)e 7.
cos(2v/1)

. Dy, =R, et ¢ est dérivable sur RY et : Vt € RY, /(1) = T Pour montrer que la fonction n’est
pas dérivable en 0, étudier la limite du taux d’accroissement en 0 et utiliser le fait que lltir% % =1.
H

Attention & bien avoir la méme expression dans le sinus et au dénominateur pour appliquer cette
formule !

Dy = R\ {—3} et U est dérivable sur R\ {—3} comme quotient de fonctions définies et dérivables
sur R\ {—3} dont le dénominateur ne s’annule pas sur R\ {—1}. On a de plus, Vo € R\ {—3},

V() = ———.
@)= Grr1

La fonction ® est définie et dérivable sur R. En effet, Vo € R, ®(z) = 3% = ¢*1"() et par conséquent

® est une composée de fonction définie et dérivable sur R. On a de plus, Vo € R, ®'(z) = In(3)3".

Exercice 3:

1.

* Soit z € R,
x +— 222 — 3x + 1 est définie en z

2?3z +1€R, , car la fonction racine est définie

f est définie en z <= {

1
sur R,. Apres I'étude du signe de 222 — 3z + 1, on trouve que Dy = ] —00, 2} U [1, o0l

* Soit x € R,
La fonction o — /x est dérivable sur R} .
La fonction @ + 222 — 3z + 1 est dérivable sur R (fonction polynomiale)
Par composition la fonction f est dérivable en = € R, si 222 —3z+1 € Rf. Donc si 222 —3z+1 > 0.
En utilisant I’étude de signe faite pour 'ensemble de définition on conclut que f est dérivable sur

1
Dy = } —00, 5 [U]1,+oo[ et

4z — 3
2v2x2 —3x+ 1

* Dy = R car la fonction g est une composée de fonction définie sur R.

o € | oo, 3| UL ol £10) =

* La fonction o ~— || est dérivable sur R* et la fonction o ~— 422 — 1 est dérivable sur R.
Donc par composition la fonction g est dérivable en z € R, si 422 — 1 # 0. C’est & dire si z # %

et x # —%.

s 11
On trouve que g est dérivable sur R\ ~3'5 et
Vr € R,

1—42? size [—%,%]
g(x) = { 422 — 1 sinon

11
et donc Vo € R\ {—2,2},

by —8x Six@]—%a%
g(x)—{ 8z siwe |—oo,—3[U];3,+oo]
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TD06 — Dérivées

3. % Soit t € R,

t— est définie en x
h est définie en t <= +1 ¢ , car la fonction racine est définie sur R...
— e Ry
141t
En étudiant le signe du quotient 17_;5, on trouve que Dy =] — 1, 1]

* La fonction t — /t est dérivable sur R . La fonction t — i_i_;f est le quotient de deux fonctions

polynomiales dont le dénominateur s’annule en —1. Donc cette fonction est dérivable sur R\ {—1}.

v/ 17{“ est dérivable en ¢ si :=£ > 0. C’est & dire, en

Soit t € Dy,. Par composition la fonction ¢ +— 1 1

reprenant ’étude de signe faite, si t €] — 1, 1].
Finalement, par produit h est dérivable sur | — 1, 1]

M-t 1—t—1t2
vVt el —1,1], K(t) =

u > In(u) est définie en u
In(u) € R

* La fonction = — |z| est dérivable sur R*

De plus,

4.  x Soit u € R,

@ est définie en u <~ { . La fonction ¢ est définie sur R} .

La fonction u — In(u) est dérivable sur R} .
Soit u € R} Par compostion ¢ est dérivable en w si In(u) # 0, c’est & dire si u # 1.
Donc la fonction ¢ est dérivable sur R} \ {1}.

De plus, Vu € RY \ {1}

—L1 siuelo,1]

L siu€]l, oo
5. La fonction A est une composée de fonction dérivable sur R. On a donc h est dérivable sur Dy, = R et

Vz € R, W (z) = —12sin(3z + 1) cos(3z + 1)*
6. On a f(z) = e*™(® donc Dy = Dy = R* et
Ve e RY, f'(z) = (In(z) 4+ 1)2”
1

7. On trouve que g est définie et dérivable sur R\ < — 2} (comme quotient de fonction définie et dérivable

dont le dénominateur ne s’annule pas) et

vueRY { - ;} g'(u) = (2u_—i2—01)2 8 <23u—:—u1>3

Exercice 4:

1. La fonctions exponentielle est définie et dérivable sur R.
La fonction racine carrée est définie sur R* et dérivable sur R} . Les fonctions sinus et carré sont
définies et dérivables sur R.
Par somme la fonction @ + x2 + 3sin(z) + 21/ est définie sur RT et dérivable sur R} .
Par composition la fonction f est définie sur R™ et dérivable sur R} .

Pour tout z € R}, f/(z) = (233 + 3cos(z) + ﬁ) o> +3sin(a)+2/x

2. f:ax+— (cos(x) + 3sin(z))®
Les fonctions x — z® | cosinus et sinus sont définies et dérivables sur R donc la fonction f est définie
et dérivable sur R.

Pour tout = € R, f'(z) = 8 (—sin(z) + 3 cos(z)) (cos(z) + 3sin(z))".
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TD06 — Dérivées

3. f: xb—>ln<x+2)

r+3

La fonction logarithme est définie et dérivable sur R} .

La fonction z — “‘g est le quotient de deux polynémes dont le dénominateur s’annule en —3. Elle est

+
donc définie et dérivable sur R\ {—3}.
Soit & € R. Par composition la fonction f est définie en x si et seulement

x+2
43 > 0.

Orz+2>0sx>-2etx+3>0« x> -—3. En s’aidant d'un tableau de signe si besoin :
2 > 0 & z €] — 00, —3[U] — 2, 400].
Donc la fonction f est définie et dérivable sur | — oo, —3[U] — 2, +00[ et pour tout x €] — oo, —3[U] —

2,400[ :

x+2 > 0 et dérivable en x si

1 T+ 3 1

fw) = (z+3)2z+2 (z43)(z+2)

. La fonction exponentielle est définie et dérivable sur R. Les fonctions polynome sont définies et

dérivables sur R. Donc par composition z +—> ¢® =1 est définie et dérivable sur R. Finalement par
produit f est définie et dérivable sur R.

Pour tout z € R, f/(z) = 2¢® 1 4 22(2z — 1)e® ! = 2(22% — 2+ 1)e* ~

. La fonction exponentielle est définie et dérivable sur R et la fonction inverse est définie sur R*. Donc

la fonction z — e+ est définie et dérivable sur R*.

La fonction racine carrée est définie sur R™ et dérivable sur R} .

La fonction x — 22 + 32 + 2 est un ploynéme et est donc définie et dérivable sur R.

Soit # € R. Par composition la fonction x +— /22 + 3z + 2 est définie en z si et seulement si 2%+3z+2 >
0 et dérivable en z si 2% + 3z + 2 > 0.

La fonction x — 22+ 32+ 2 est un polynéme du second degré. Ses racines sont —1 et —2. Le coefficient
devant x? est positif donc 22 +3z +2 > 0 & z €] — 00, —2] U [—1, +o0].

Donc la fonction f est définie sur | — oo, —2] U [—1, +00[ et dérivable sur | — oo, —2[U] — 1, +0o0].
Pour tout z €] — oo, —2[U] — 1, +o0[ :

2x + 3

/ €z 2 1
T)=——=SVr‘+3r+2+er ———m0—  —
@) x? 22 + 3z + 2

frrr— (z+1)In(v22 + 1)

La fonction racine carrée est définie sur R™. et dérivable sur R} .

La fonction x — 2x + 1 est définie et dérivable sur R.

Soit « € R. Par composition la fonction = — +/2x + 1 est définie en x si et seulement si 2z 4+ 1 > 0 et
dérivable en = si 2z + 1 > 0.

Donc z + v/2x + 1 est définie sur [—%, —i—oo[ et dérivable sur ]—%, 400 [

La fonction logarithme est définie et dérivable sur R} .

Soit z € R, par composition la fonction x — In(y/2z + 1) est définie en z si et seulement si v/2x +1 > 0
et dérivable siv2x+1>0.

rv2c+1>0&zx € ]—%, +oo[. En effet la racine carrée d’'un nombre est positive et /2x + 1 =

0 sr=-1
2

Donc la fonction @ +— In(v/2z + 1) est définie et dérivable sur |—3, +o0].

Par produit la fonction f est définie et dérivable sur ]—%, +o00 [

Donc pour tout z € ]—%, —i—oo[ :

1 1
V22 + 12z + 1

1
=In(v2z+1)+ s

f(z) =In(v2zx+1) + (z + 1) e 1

Exercice 5:

a :

x> 23 cos(x + 1)

a est définie sur R. Les fonctions x — 2% et 2 + cos(x + 1) sont dérivables sur R. a est donc dérivable
sur R comme produit de fonctions dérivables.

Pour x € R, on a

d'(z) = 3z cos(x + 1) — 23 sin(x + 1)

BCPST1, Lycée Louis Thuillier Page 4/13



TD06 — Dérivées

b: s es(®)
b est définie sur R. La fonction cosinus est dérivable sur R et a valeurs dans [—1,1] et la fonction
exponentielle est dérivable sur R. b est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour z € R, on a
V(x) = —sin(x)es®

c: x+— xln(x)
c est définie sur R*.. Les fonction z — x et z — In(x) sont dérivables sur R . ¢ est donc dérivable sur
R* comme produit de fonctions dérivables.

Pour x € R% , on a
d(z) =In(z) +1

d: z~—In(e” +1)
La fonction z +— €” 4 1 est définie sur R a valeurs dans R* et la fonction  +— In(x) est définie sur RY.
d est donc définie sur R. La fonction x — e + 1 est dérivable sur R & valeurs dans R* et la fonction
x — In(x) est dérivable sur RY.. d est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour x € R, on a
e’ 1
et4+1 1+4e®

d(z) =

C o €m3+2x2+3x+4

e est définie sur R. La fonction z — 23 4+ 222 4 32 + 4 est dérivable sur R et & valeurs dans R et la
fonction exponentielle est dérivable sur R. d est donc dérivable sur R comme composition de fonctions
dérivables.

Pour x € R, on a Y
e/(x) _ (3.732 +Ax + 3)61 +2x°+3z+4

2
f: xevetotl

La fonction o + 22 + x + 1 est définie sur R & valeurs dans R* | la fonction x +— /x est définie sur R
et la fonction z — e® est définie sur R. f est donc définie sur R. La fonction & — 22 +x + 1 est dérivable
sur R et a valeurs dans RY, la fonction  — /x est dérivable sur R et la fonction = +— e est dérivable
sur R. f est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour x € R, on a

(2.,1; + 1) e\/:):2+z+l
WVt +ax+1

fl(@) =
g: T oy
La fonction x — 2%+ 1 est définie sur R et & valeurs dans R* . La fonction x — x est définie sur R. h est
alors définie sur R comme quotient de fonctions dont le dénominateur ne s’annule jamais. La fonction
x — 22 + 1 est dérivable sur R et & valeurs dans R% . La fonction x +— x est dérivable sur R. h est alors
dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule jamais.

Pour x € R, on a
1—22
Wz) = —=

cos(2x)
z2—2

La fonction x — 2% — 2 est définie sur R et s’annule en v/2 et —/2. La fonction z + cos(2x) est définie
sur R. i est alors définie sur R \ {—+/2,v/2}. La fonction z ++ 22 — 2 est dérivable sur R et s’annule en
V2 et —v/2. La fonction z + cos(2x) est dérivable sur R. i est alors dérivable sur tout intervalle inclus
dans R\ {—v/2,v/2} comme quotient de fonctions dérivables et

En particulier, pour = €]v/2, 400, on a

h: z—

#(z) = — (222 — 4) sin(z) + 2z cos(27)
(2 — 22
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TD06 — Dérivées

i: x> In(cos(2z))
La fonction = + In(x) est définie sur RY x +— cos(2x) est définie sur R et a valeurs dans [—1,1]. On
sait que, pour x € R, cos(2x) est strictement positif si et seulement si x est dans un intervalle de la
forme ]om — %,om%[ avec k un entier relatif. Ainsi j est définie sur Uaez]om - any [ La fonction
x — In(x) est dérivable sur RY x +— cos(2x) est dérivable sur R. j est alors dérivable sur tout intervalle

inclus dans son ensemble de définition comme composée de fonction dérivables.

En particulier, pour z € | -5, 5[, on a

Jrae sinx(:c)
La fonction x — x est définie et dérivable sur R. La fonction = — sin(x) est définie et dérivable sur R et
s’annule sur 7Z. k est alors définie sur R\ 7Z et dérivable sur tout intervalle inclus dans R \ 7Z comme

quotient de fonctions dérivables.
En particulier, pour x €]0, 7], on a
_sin(z) — x cos(x)

k?/($) - 2

sin(x)

k:z—In(z—va?-1)

La fonction z — 22 — 1 est définie et dérivable sur R mais ne prend des valeurs positives que sur

] — 00, 1] U [1, +o0]. Ainsi la fonction z — z — Va2 — 1 est définie sur | — 0o, 1] U [1, +o0] et dérivable sur
tout intervalle inclus dans | — oo, 1[U]1, +00[. Cette fonction ne prend toutefois des valeurs strictement
positives que sur [1,+oo[. La fonction = mapstoln(z) est définie et dérivable sur R comme composée
de fonctions dérivables.

Alors la fonction [ est définie sur [1,+o00[ et dérivable sur |1,+oo] comme composition de fonctions
dérivables.

Pour z €]1,400[, on a
I'(2) = ———

l: x—1n (E)
La fonction z +— L1 est définie sur R \ {1} et dérivable sur tout intervalle inclus dans R\ {1}. Elle est
positive sur | — oo, —1]U]1, +oo[. Ainsi la fonction z ~— £t} est définie sur | — oo, —1]U]1, +o0o[ et dérivable
sur tout intervalle inclus dans | — co, —1[U]1, +00] comme composée de fonctions dérivables. La fonction

m est alors définie sur | — oo, —1]U]1, +00] et dérivable sur tout intervalle inclus dans | — oo, —1[U]1, +o00].

En particulier, pour = €]1,+o0[, on a
1

!/
m(x) = ——=
m : = — In(In(z))

La fonction x + In(z) est définie et dérivable sur R, elle prend des valeurs strictement positives sur
1, +0o0[. n est alors définie et dérivable sur |1, +00 comme composée de fonctions dérivables.

Pour z €]1,400[, on a

n: z— In(In(In(zx)))
La fonction = +— In(In(z)) est définie et dérivable sur |1, 400, elle prend des valeurs strictement posi-
tives sur |e,4+o00|. La fonction o est alors définie et dérivable sur Je, 400 comme composée de fonctions
dérivables.

Pour z €]e, +o0[, on a

1
zIn(z) In(In(z))

o(z) =
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o: x> In(1+exp(—2))
La fonction = — —% est définie sur R* et dérivable sur tout intervalle inclus dans R*. Ainsi la fonction
x+— 1+exp (—%) est définie sur R* et dérivable sur tout intervalle inclus dans R*. Elle prend des valeurs
toujours strictement positives. Donc p est définie sur R* et dérivable sur tout intervalle inclus dans R*
comme composée de fonctions dérivables.

En particulier, pour x € R* , on a
1

P = S i e ()

p: T %
La fonction x — x est définie et dérivable sur R, elle ne s’annule qu’en 0. Ainsi ¢ est définie sur R* et
dérivable sur tout intervalle inclus dans R* comme composée de fonctions dérivables.
En particulier, pour x € R* , on a
x—1)e*
ey = 22D
q: @+ cos(x) (1+ tan(z) tan (%))
La fonction 2 ~ cos(z) est définie et dérivable sur R. La fonction x +— tan(z) est définie sur R\ {§ +
am, o € L} et est dérivable sur tout intervalle inclus dans R\ {5 +am , a € Z}. La fonction z + tan (%)
est définie sur R\ {m+257 , 5 € Z} et est dérivable sur tout intervalle inclus dans R\ {r+207 , 8 € Z}.
Ainsi r est définie sur R\ (5 +ar, a € Z} U{r + 207, B € Z}) et est dérivable sur tout intervalle
inclus dans son ensemble de définition comme produit de fonctions dérivables.
En particulier, pour x € ]—%, 5 [, on a
r'(z) =0

En effet, si on effectue des simplifications trigonométriques, on peut se rendre compte que, pour tout
zteR\ (Z+ar, a€ZyU{r+20r, BEZ}), r(z) =1

r:ozes o/ (am)*

zIn(z) Elle prend des valeurs strictement positives

La fonction x + 2% est définie sur RY par z¥ = e
et elle est dérivable sur R%. Pour x € RY on peut réécrire (2%)2* T = exp((22 + 1)In(e* @) =
exp((22% + z) In(z)). La fonction z — exp((22? + z) In(z)) est définie et dérivable sur R* et prend des
valeurs strictement positives. De plus la fonction x +— /z est définie sur R et dérivable sur RY . Ainsi
s est définie et dérivable sur R’ comme composée de fonctions dérivables

Pour x € RY, on a

(2%)* (22 4+1) (In(z) +1) +2-z - In(z))

9 (xx)Qx-l—l

s'(z) =

Exercice 6:

1. f est une fonction polynémes, elle est donc dérivable sur R. Pour tout = € R, f'(z) = 622 — 12x.
On étudie le signe de la dérivée. Pour tout = € R,

f(z) = 62® — 122 = 2(6z — 12)

Donc la dérivée est une fonction polynéme de degré 2 qui a pour racine 0 et 2. Le coefficient devant
x? étant positif, f’ est négative sur [0, 2] est positive sur R \ [0,2]. Donc

T —00 0 2 +00

i + 0 - 0 +

La fonction f est donc strictement croissante sur |—oo, 0] et sur [2, +oo]. Elle est strictement décroissante
sur [0, 2].
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2. f est une fonction polynémes, elle est donc dérivable sur R. Pour tout € R, f'(z) = —402* — 16z

3

On étudie le signe de la dérivée. Pour tout « € R :

f'(z) = —40z* — 1623 = —823 (52 + 2)

z —00 —% 0 +00
—8z3 + + 0 -
Sr + 2 - 0 + +
f - 0 + 0 —
-3
3125

La fonction f est donc strictement décroissante sur } —00, —%] et [0, +o00[. Elle est strictement croissante

sur [—%, 0]. On pourra remarquer que —% ~ —3.02048. La croissance sur [—%, 0] est tres faible.

. La fonction f est définie sur R*. La fonction f est dérivable sur R* comme la somme de fonctions
dérivables sur R*. Donc pour tout z € R*,

9 7
zl

fla)=—

8
On étudie le signe de la dérivée. On sait que pour tout z € R* :

() = 9 T =928 + 7zt —a*(92* —7)  —2*(32% — VT)(32% + V7)
T AT s T 212 - 212 - 210

_ =24 (VB2 - VVT) (VB 4+ VVT) (322 + VT)

212

Pour tout « € R*, 2'2 > 0 et 3224 +/7 > 0. Donc le signe de f'(x) est le méme que celui de 'expression

—a*(v3z — V1) (V3z + VVT).
v |00 —VVI/V3 0 VVI/V3 o0

3z —
V7 - - B i i
% - 0 + + +

I - 0 + + 0 -
S = R B C )

La fonction f est donc strictement croissante sur }—oo, —\/ T / \/3] et sur ]O, VAT / \/ﬂ Elle est
strictement décroissante sur [—\/\ﬁ/\/g, O[ et sur [\/ VT7/V3, +0 [

Notons que la fonction est impaire et admet ’origine pour centre de symétrie (ce qui est cohérent avec
le tableau de variation).

. La fonction f est le quotient deux fonctions polynomiales dont le dénominateur s’annule en 0 et —3.
DOnc la fonction f est définie et dérivable sur Dy = R\ {0, —3}
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Pour tout z € Dy,

fla) = —2x

Pour tout x € Dy,

—2 X

-2 X

—2 X

2(z—Da(x+3)—(z—1)2(2z +3)

(22 4 3z)?
(z —1) (22* + 62 — 22 — z + 3)

(22 + 3x)?

(z — 1) (52 +3)

(2 + 3x)?
5z% — 2z — 3
(22 + 3x)?

(x —1) (bx + 3)

J(2) = ~2 x

(22 4 3x)?

Le dénominateur de f’ est positif. Le signe de f’ est donc le méme que celui de son numérateur qui
est un polynéme du second degré défini pour tout = € R par p(z) = —2(x — 1) (52 + 3). Donc :

La fonction f est strictement croissante sur [—%,O[ et
]—o0, =3[, ] -3, —2] et [1,+ool.
5. La fonction f est définie sur R*. Le numérateur est dérivable sur D =]0, +oo|. Le dénominateur est

une fonction polynéme, donc dérivable sur R. La fonction f est un quotient de fonctions dérivables
sur D donc est dérivable sur D. Pour tout z € D :

fi(x) =

sur ]0, 1]. Elle est strictement décroissante sur

ﬁ(zm +3) — 2T

(2x + 3)2

— 2z

Vs
N (2z +

3)?

. —2x43
- 2y/x(22 + 3)2

La fonction f est définie sur R™ et est dérivable sur R;. Pour tout x € R} :

[ p——

+3

T 222z + 3)2

Pour z € R /2 >0, 20 +3)2>0, 20+3>0& 2 < %.On conclut que pour tout x € ]0,%[,
f(x) >0et [ (%) = 0. Donc f est strictement décroissante sur [0 3[ et strictement croissante sur
3

[5, +00 [

Exercice T7:

1. La fonction f est définie sur R?. On a V(z,y) € R?,

of
ox

L (x,y) = 2wy cos(2z + y) — 22%ysin(2z +y) et

2. La fonction g est définie sur R%. On a V(z,y) € R?,

dg

ox

dg

(z,y) =2xy +e¥ et ——

dy

2

g';(l', y) = 2% cos(2z + y) — vy sin(2z + y)

(z,y) = 2% + me¥ + 1
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Exercice 8:

1. On a g(z,y) = ™ donc le domaine de définition de g est 1’ensemble des couples (z,y) tels que
x> 0etyeR,soit Dy, =RY x R. De plus,

89 y—1
_— = _— = 1 Y
Lo =y et Gy = n@)a

2. OnaD, =Ry xRet

oh 1—3r2 oh NG
E(T’, 9) = W COS(Q) et 7(7", 9) = —

3. On a Dy = {(s,t) € R%; st > 0} = (R4 )? U (R_)2. De plus,

%( t)_l ¢ " %( t)_l s
858’ _2se 5t8’ 2\t

Exercice 9:

1. La fonction T est définie et dérivable sur R* (somme de fonction définie et détivable sur R* ). On a
Vv € RY,
T'(v) = (0,3965T¢ — 11,37) x 0, 160°54,

2. La fonction Y est un quotient de 2 fonctions définies et dérivables sur R’ . Le dénominateur ne s’annule
pas. La fonction Y est définie est dérivable sur R* .
On a Vp € RY,

_ 2’ Spl,B(K _|_p2,8) _ 2’ 8p1’8p2’8 - 27 8Kp1’8

Y'(p) (K + p28)2 (K + p28)2’

Exercice 10:

1. La fonction inverse est définie sur R* donc f est définie si et seulement si x +— |z]| est définie et
2] £0.
Or la fonction partie entiere est définie sur R et |z] # 0 < x ¢ [0, 1].

Ainsi par composition, | Dy = R\ [0, 1[=]-o00, 0[U[1, +oo[|.

2. (a) La fonction inverse est dérivable sur R*

La fonction partie entiere est dérivable sur J |n,n + 1]
neZ

D’autre part |z| #0 < x ¢ [0,1].

Ainsi par composition,la fonction f est dérivable sur Dy \ Z = U Jn,n+1].

neL*
0
(b) On a|Vx € Dy \ Z, f(z) = L = 0| car la fonction partie entiere est de dérivée nulle en
x
tout point ou elle est dérivable.
3. Graphe de la fonction f :
1+ o—
5T o——
211
-3 —2 -1 3
} } } } } (?
— 4|0 1 2 3
3 1
o————« T—3
(o, —1

Exercice 11:
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Partie A :

1. Soit z € R,

o s T —
f est définie en x <~

1+e® eRYy

S

—
—

étude des limites de f

e 7 est définie en x

R

R

T €
<— { xz— 1+ e? est définie en =
{ 1+4+e” ER

T €

x +— In(1+e?®) est définie en z

car exponentielle est définie sur R

car le logarithme est définie sur R

car exponentielle est définie sur R
toujours vraie car exponentielle est a valeurs positive

L’ensemble de définition de f est :.

2. (a) Soit z € R. En factorisant par e” a 'intérieur du logarithme, il vient :

1 1
f)=e"In(e"(e+1)) —-=e "(In(e®)+In(l+e ™)) — =
2 2 2
=z
_ _ _ 1
=ze “+e TIn(l+e ‘”)—5
1 1
et comme e ~® = —, on obtient le résultat souhaité | Vo € R, f(z) = % +e fIn(l+e ™) — 3
e e

(b) On sait que lim R (croissances comparées).

z—+o0 e

De plus, lim e ™ =0et hH(l) In(1 +y) = In(1) = 0. D’apres le théoréeme concernant la limite
x y—

—+00

d’une fonction composée, ona lim In(l4+e *)=0et lim e ®In(l+e ™) =0x0=0.
T—+00 T—+00

. . 1
Par conséquent, mEIPOO flz) = —5
In(1+e®)

3. Pour tout z € R,on a f(z) =

théoréme concernant la limite d’une fonction composée, on a donc lim f(x) =

d’apres le rappel de ’énoncé. Finalement,

4. Conséquences graphiques :

e(E

. Or, quand z tend vers -co, h = e” tend vers 0. En utilisant le

ln(l +h)

T———00 hao h

_ 1

-2

D=

lim f(z)= L

T——00 2

+0Q.

la courbe C admet deux asymptotes horizontales, la droite
d’équation y =

1
§en

-0 et la droite d’équation y = —% en

Partie B : étude des variations de f et construction de C

1. Soit € R,

g est définie en t «<— {

t
t

<~ t
1

= z€]—1; 4o

Le domaine de définition de g est

— 155 est définie en ¢
— In(1 4 t) est définie en ¢

# -1
+t >0 car le logarithme est définie sur R*.

Dg :]_

1, +o0[ |
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2. (a) La fonction g est dérivable sur l'intervalle [0, +oo| comme somme de fonctions dérivables. Pour
démontrer que g est strictement décroissante sur [0, +oo[, on étudie le signe de sa dérivée.

Pour tout t € [0, +oo],
1 1 t

/
t = —_ = —
IO =G 1 aroe
Ainsi, ¢’(0) = 0 et pour tout ¢ > 0, on a ¢’(t) < 0. On en conclut donc bien que :

|la fonction g est strictement décroissante sur l'intervalle [0, +oo[|

(b) La fonction g étant strictement décroissante sur [0, +oo[, on sait en particulier que pour tout ¢ > 0,
g(t) < g(0) et donc g(t) < 0 (puisque g(0) = 0). Ainsi,

|Vt>0, g(t)<0|

3. (a) La fonction f est dérivable sur R comme composée et produit de fonctions dérivables et pour
tout nombre réel z, on a

f(@)=—-e"In(l+e ) +e” l—ekew = ez< 1iex —1In(1 —i—ex))

=g(e®)

Finalement, |Vz € R, f'(z) =e “g(e”)|

(b) Soit x € R. Comme e” €]0, +o0[, on a g(e”) < 0 (car la fonction g est strictement négative sur
I'intervalle ]0, +oo[ d’apres la question 2. (b)). De plus, e ™* > 0 donc f/(z) = e *g(e®) < 0. Il
s’ensuit donc que

|la fonction f est strictement décroissante sur R|

En reprenant les limites de la fonction f en -co et +oo obtenues aux questions 2. (b) et 3. de la
Partie A, on obtient le tableau de variation de f suivant :

x ~00 +00
1
2
f \
_1
2
(¢) La fonction f est continue strictement décroissante de ] — oo ; +oo[ a valeur dans | — 3 ; 3[.

Comme 0 €] — % ; %[, d’apres le théoreme de la bijection ’équation f(x) = 0 admet une unique
solution dans R.

4. Graphe C de la fonction f (pour gagner de la place, 'unité graphique n’est pas respectée dans le
corrigé) :

N[ =

hl ]

[am—
i

DO
S

Il

|
N[ =
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Exercice 12:

1. (a) Les polynomes sont définis, continus et dérivable sur R. La fonction racine carrée est définie et
continue sur Ry et dérivable sur R . Ainsi, par composition, f est définie et continue en tout
nombre réel x vérifiant x(z 4+ 2) > 0. On reconnait un trindéme du second degré de racines 0 et
—2 qui est donc positif a 'extérieur des racines. Ainsi

Dy =]-00,—2] U [0, +00[ et f est continue sur ce domaine| Par ailleurs, f est dérivable en tout

nombre réel z vérifiant z(x + 2) > 0. Donc | f est dérivable sur |-oo, —2[U]0, +oo[|

(b) Soit z €]-00, —2] U [0, +o0[. Alors

f2)=0 <= z+1—Vz(z+2)=0 < Vz(z+2)=z+1

Cette équation n’a donc des solutions que pour +1 > 0, c’est & dire sur [—1, +oo[NDy = [0, +o0].
Sur cet intervalle, les deux membres sont positifs d’olt

f@)=0ezz+2)=(z+1)? < 0=1

Ceci est absurde donc |l’équation n’admet aucune solution sur Dy |

(c) D’apres la question précédente, f, étant continue sur |-oo, —2] et sur [0, +oo], est de signe constant
sur |-oo, —2] et sur [0, +oo[. Or f(0) =1 > 0et f(—2) = -1 < 0. Ainsi|V:c €]-00, 2], f(x) <0 et Va €0, +

2. (a) La fonction logarithme est définie sur R% donc g est définie en tout nombre réel x tel que
z+1—y/z(x+2) > 0soit f(xz) > 0. Ainsi | Dy = [0, +00[|.

(b) D’apres la question 1., f est dérivable sur |-oo, —2[U]0, +oo]. Ainsi par composition, g est dérivable

sur Dy N (]-00, —2[U]0, +00[). Autrement dit; | g est dérivable sur R* | et pour tout > 0, on a

__ &+l
() = I'() avec f'(x) = ozl ot g’ (x) = 2z +2) soit | g'(x) = !
()_f(a:) f@)=1 z(z + 2) g (@) r4+1—/x(z+2) tlg) w(x+2) |

Ainsi, pour tout z € Dy, on a ¢'(z) < 0 donc

|la fonction g est (strictement) décroissante sur R |

(c) Soit z € R%. En utilisant la quantité conjuguée, il vient

 ln((x s ——— x4+ 14+ /z(z+2)

Cest-a-dire g(z) = In ((w na ki G 2)), soit | g(z) = In (

x4+ 1+ Jx(x+2)

1
On a lim <x+1+\/azx+2) = +00 donc lim
T—r+00 ( ) 400 4 1 4 /:L‘(x+2)

Xh—>H01+ In(X) = -oo donc par composition, xll)rfmg(x) = -0

1
x—}—l—}—«/x(x—}—Q)) .

= 0T. Par ailleurs,

(d) En récapitulant les résultats des questions précédentes, on obtient le tableau de variations :

x 0 +00

g \
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