Correction TD24 - Dérivation

TD24—Correction

Exercice 1

1. Méthode 1 : La fonction a est la composée de la fonction In par la fonction sin. La fonction In est définie
et dérivable sur R} & valeurs dans R. La fonction sin est définie et dérivable sur R donc a est définie et
dérivable sur R} par composition.

Méthode 2 : Soit x € R

x + In(z) est dérivable en z

In(x) € R puisque le sinus est dérivable sur R

si zeRY

a est dérivable en x  si {

1
Ainsi a est dérivable sur R% et pour tout x € R, a’(z) = — cos(In(x))
x

2. Méthode 1 : La fonction f est la composée de la fonction = +— 22 + 22 — 3 par la fonction x +— /7. La
fonction racine carrée est définie sur Rt et dérivable sur R}. Donc pour z tel que x? + 2z — 3 > 0, la
fonction f est dérivable en z par composition. Les racines de X?+2X —3 sont 1 et —3 donc 22+22—3 > 0
pour x € D =] — o0, —3[U]1, +o0[. La fonction x — x2 42z — 3 est dérivable sur D & valeurs dans R} et la
fonction racine carrée est dérivable sur R} . Donc f est dérivable sur D et définie sur | — oo, —3] U[1, +o0]
par composition.

Méthode 2 : Soit z € R

2 s’ .
— 2r — d |
£ est dérivable en o si { x — x° + 2x — 3 est dérivable en x

2242 -3¢ R?%  puisque la racine carrée est dérivable sur R*

; rzeR
° z €] — 00, —3[U]1, +00]

Ainsi f est dérivable sur D =] — oo, —3[U|1, +00[ et pour tout = € D, f'(x) =

r+1
V2 + 2z —3

Il reste & déterminer si f est dérivable en —3 et en 1. Pour cela on ne peut pas utiliser le théoréeme de
composition. Il faut calculer la limite du taux d’accroissement en ces points : Soit x €] — o0, —3[U]1, +o00] :

VaZ+2z -3 /|z —1]

r+3 |z + 3|

qui tend vers +00 en —3 pour x < —3. Donc f n’est pas dérivable en —3.

Notez la valeur absolue autour du z — 1 et du |z + 3| puisque \/(z +3)(z — 1) = /Jz + 3| x [z — 1| =
|z + 3]y/]z — 1]. On ne peut pas écrire que v/(z +3)(z — 1) = Vo +3vVz —lcarz+3<0etz—1 <0
pour x < —3. Par contre comme pour z €] — 0o, —3] U [1,+oo[, (z+3)(x —1) >0ona (x+3)(z—1) =
|z + 3] x |z —1].

VaZ+2z -3  /|z +1]

z+3 o —1]

qui tend vers 400 en 1 pour z > 1. Donc f n’est pas dérivable en 1.

3. En rédigeant comme précédemment on obtient g est définie et dérivable sur | — oo, —1[U]0, +o0[ et pour
tout = €] — oo, —1[U]0, +o0

-1
/ —_—
g(@) = z(z+1)
4. Méthode 1 : La fontion h est la composée de la fonction x — 1 — 3z par la fonction z — |z|. Elle est
donc définie sur R. La fonction valeur absolue est dérivable sur R* et la fonction x +— 1 — 3x est dérivable
sur z € R\ {%} a valeur dans R*. Donc h est dérivable sur R\ {%} par composition.

Méthode 2 : Soit x € R
b est dérivable en = si { x +— 1 — 3x est dérivable en x
1—3xz#0 puisque la valeur absolue est dérivable sur R*
si { m 6%
T £ 3
Ainsi h est dérivable sur R\ {1} et
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pour tout x € |—oo, 3[, h(z) =1 — 3z et h'(z) = —3.
pour tout x € |3, +oo[, h(z) =3z — 1 et h/(z) = 3.
Il reste & étudier la dérivabilité en % a l'aide du taux d’accroissement. Soit x € R\ {%}

1-3x . 1 1
— I T \3z-1 1 1
T3 T osiz>c |3siz>

Donc la limite du taux d’accroissement de h a gauche et a droite en % est déifférente donc la fonction
n’est pas dérivable en %
. Méthode 1 : La fonction k est le produit de x +— €>* (définie et dérivable sur R) et de  — In(1 — /z).
Cette derniere fonction est la composée de x — 1— /x par la fonction logarithme. La fonction logarithme
est définie et dérivable sur R . La fonction x — 1 — /z est définie sur RT. Pour z e RT, 1 — ¥z > 0 &
1> Yz & 1> x car x+— z* est strictement croissante sur R+. Donc la fonction k est définie sur [0, 1[.
De plus la fonction z — /z est dérivable sur R} donc la fonction x +— 1 — /z est dérivable sur ]0,1[ &
valeurs dans R;. Donc la fonction z + In(1 — /) est dérivable sur |0, 1[ par composition et par produit
k est dérivable sur |0, 1].

Méthode 2 :

Soit x € R
x — 2 est dérivable en z

¢vivabl .
ko est dérivable en sl x+—In(1 — /x) est dérivable en z

1— /x>0 carle logarithme est dérivable sur R%

zeR
si x — 1 — Yz est dérivable en x

zeR
si z € Ry
r<l1
si x €)0,1]
_1.3
Ainsi k est dérivable sur ]0, 1[ et pour tout = €]0, 1], f/(z) = 2e**In(1 — V/z) + €2 x . 4 7
Etudions la dérivabilité en 0 en étudiant la limite du taux d’accroissement en 0. Soit = €]0, 1] :

e?In(1 — ¥x)
x
Traitons cette limite a l'aide d’un équivalent :

In(l = V) ~ V.

Donc : )
U NS LI RN
T R eln(z)
Donc lin%) M = +o00 et k n’est pas dérivable en 0.
Tr—

4z
(2 4+1)(22 1)
. Méthode 1 : La fonction m est le quotient de la fonction tangente définie et dérivable sur R\{g + km, k € Z}
et, au dénominateur, de la fonction 2 + 22 —4 non nul sur R\ {—2, 2} et dérivable sur R\ {—2,2}. Donc
m est définie et dérivable sur R\ ({5 + km, k € Z} U {-2,2}).
Méthode 2 : Soit x € R

. On obtient ! dérivable sur D =] — oo, —1[U]1, +00[ et pour tout x € D, I'(x) =

x +— tan(zx) est dérivable en x

m est dérivable en x  si z+— x> —4 est dérivable en x
22— 440
r € R\{§ +km kcZ}
si r €R

xr#2etx# -2
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ainsi m est dérivable sur D = R\ ({§ + k7, k € Z} U {-2,2})
(1 + (tan(x))?)(2? — 4) — tan(x) x 22
=P

et pour tout = € D m(z) =

1 _
8. On obtient n dérivable sur D = R\ {3} et pour tout = € D n/(z) = 5(:10 — 3)T4

9. p est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R et pour tout x € R,
e$
/
T)=——=

Exercice 2

Par composition = — ex est dérivable sur R*.
Par produit de fonctions dérivables sur R*, on en déduit donc que f est dérivable sur R*.

—1
fla) =ex ™.
On en déduit le tableau de variations suivant :
x —00 0 1 +00
f(x) + — 0 +
0| +oo +00

On remarque déja que la droite d’équation z = 0 est asymptote verticale a la courbe.

Regardons si la courbe admet une asymptote oblique.
lim & = jim [ —
r—+oco T r——oc0 ¥
puis lim f(z) —x = lim f(x)— 2 =1 (Utilisez les équivalents)
T——+00 T——00

Donc la courbe admet une asymptote oblique d’équation y = x 4+ 1 au voisinage de —oo et +o0.

Exercice 3

1. La fonction sinus est continue strictement croissante sur [5*, 7] a valeurs dans [—1,1].

Elle réalise donc une bijection de [, 7] dans [-1, 1].

L1 = [ %]

Elle admet alors une réciproque g~ : { . s arcsin(z)

g est dérivable sur [5F, 7] et ¢'(x) = cos(x).

Or ¢'(z) =0 sur [55, §] & o =Foux ="

1

Par conséquent g~ est dérivable sur | —1,1][.

-1y _— 1
(g ) ~ cos(arcsin(z))

or sur | — 1, 1[, cos?(arcsin(x)) 4 sin?(arcsin(x)) = 1
& cos?(arcsin(z)) + 22 =1

& cos?(arcsin(zr)) = 1 — 22

Et comme le cosinus est positif sur l'intervalle considéré, cos(arcsin(z)) = v/1 — 22

Donc (g7 1) (z) = \/11_7

2. La fonction cosinus est continue strictement décroissante sur [0, 7] a valeurs dans [—1, 1].

Elle réalise donc une bijection de [0, 7] dans [—1, 1].

[-1,1] — [0,7]

x — arccos(x)
h est dérivable sur [0, 7] et A/(z) = — sin(z).

Or h/(z) =0 sur [0,7] & 2 =0ouz=m.

Par conséquent h~! est dérivable sur | — 1, 1[.

(h—l)/ — 1

— sin(arccos(x)) *

Elle admet alors une réciproque h~ " : {
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or sur | — 1, 1[, cos?(arccos(x)) 4 sin?(arccos(x)) = 1
& sin?(arccos(r)) = 1 — 22
Et comme le sinus est positif sur I'intervalle considéré, sin(arccos(z)) = v 1 — 2

Donc (h~1)(z) = \/1__1?

k est définie et dérivable sur ]0, 7]

2
K (z) = —cos(@)

sin?(z) —

k est continue strictement décroissante (k' s’annule en un nombre fini de points) de 0, ] dans [1, 4-o0[.

Elle réalise donc une bijection de ]0, 5] dans [1, +o0].
[1,+00[ — ]0,3]

x — arcsin( %)

Elle admet donc une réciproque k=1 : {

Or k'(z) =0sur]0, 5] =7
Ainsi k=1 est dérivable sur |1, +oo]
_ —sin?(k~(2)) -1
(k) = S @) —
cos(k=1(x)) zVz? —1

(on procede comme dans les questions précédentes pour les simplifications)

Exercice 4

1. Notons ag, ag, ..., ap les n + 1 réels distincts de [a, b] tels que f prennent la méme valeur.

Vk € [0,n — 1], on a f(ax) = f(ak+1)

Montrons par récurrence que pour k € [1,n], la proposition Py, : f* s’annule au moins n + 1 — k fois sur
|a, b] est vraie.

Initialisation : Pour n = 1, on sait que : Yk € [0,n — 1], on a f(ax) = f(ax+1) et que f est dérivable
sur ]a, b[ et continue sur [a, b] donc pour tout k € [0,n — 1], f est dérivable sur |ay, ax+1[ et continue sur
lak, ax+1]. Donc d’aprés le théoreme de Rolle f’ s’annule au moins une fois dans chacun des intervalles
lak, ags1] en des réels différents de a et b. Donc f’ s’annule en au moins n points. Donc P; est vraie.
Hérédité : Soit k € N*| tel que k < n — 1, on suppose Py, vraie et montrons que Py11 est vraie.

Par hypothése de récurrence f*) s’annule en n + 1 — k réels différents de a et b que I’on note b, by, - - -
bp—k-

Vi€ [0,n+1—k], ona fB () = f*(by1) et f*) est dérivable sur ]a, b], continue sur [a, b] donc pour
tout i € [0,n 4+ 1 — k], f*) est dérivable sur ]b;, b; 11| et continue sur [b;, b;11]. Donc d’apres le théoreme
de Rolle f*+1) gannule au moins une fois dans chacun des intervalles |b;, bi41[ en des réels différents de
a et b. Donc f**+1) gannule en au moins n — k réels de ]a, b[. Donc Py, est vraie.

Conclusion : Donc par récurrence f* s’annule au moins n + 1 — k fois sur la, b[ est vraie. Ce qui prouve
notamment la propriété de ’énoncé pour k = n.

2. Il faut raisonner comme a la question précédente par récurrence. En effet :

f(a) = f(b) = 0 avec f dérivable sur ]a, b est continue sur [a,b]. D’apres le théoreme de Rolle il existe
¢1 €a, b tel que f'(e1) = 0.

Or f’ est continue sur [a, 1], dérivable sur Ja, 1] et f/(c1) = f/(a) = 0. D’apres le théoréme de Rolle il
existe ¢ €a, b] tel que f'(c2) = 0.

Ainsi de suite et finalement le résultat demandé est prouvé.

Exercice 5

1.

Soit x € R% . Le logarithme est continue sur [z, z 4 1], dérivable sur |z, x + 1] donc d’apres le théoreme
1 1) -1 1
des accroissements finis 3¢ €]z, z + 1] tel que nz+1) = Inx) = -
r+1—x c

Orz<e<z+1s %—i—l < % < % car l'inverse est strictement décroissante sur R7 .

On en déduit donc ’encadrement demandé.

ﬁ_l <In(z+1)-In(z)<i & #_1 <In(1+1)<
On en déduit zIn(1+2) <1< (z+1)In(1 + 1)
soit encore In((1+ 1)) < 1 < In((1 + 1)*™) & (1+ 1)® < e < (1 + 1) car 'exponentielle est
strictement croissante sur R.

1
T



Correction TD24 - Dérivation

Exercice 6

1. Soit x € RY%. La fonction f : ¢ — arctan(t)) est continue sur [0, z] dérivable sur |0, z[ de dérivée f'(t) =
donc d apres le théoreme des accroissements finis, 3¢ €]0, x| tel que :

1+t27
arctan(z)—arctan(0) _ 1
z—0 T 14c2
Puisque 0 < ¢ < x, on en déduit que — Lo <1
1+z 1+c
Dot 5 Tz < arctan(z) 4 of Je pésultat attendu en multipliant par x > 0.

2. P est continue sur [n,n + 1] dérivable sur |n,n + 1] donc d’apres le théoréme des accroissements finis,
dey, €]n,n + 1] tel que :

P(nn++li : f(n) = P'(¢,) Soit P(n+ 1) — P(n) = P'(cy)

d—1 d
Or si P(z) = 2% + 3 aga® alors P'(z) = dz®™ ' + 3 kapah~!
k=0 k=1

Ainsi P'(z) ~ dx?!

T—r—+00

Orn <ec, <n+1donc lim ¢, =+4oo d’olt par substitution, P'(c,) ~ dci=!
n—+00 n——+00

Deplusc, ~ ndoudedt ~ dn!
n—+o0o n—+oo

Finalement P(n+ 1) — P(n) et dn?—1
n [e.@]

Exercice 7

1. Soit x € R*%.. On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f sur [z, x + 1].
+ ppiiq

Ainsi 3¢ €]z, z + 1], S+ 1i — ) _ ;21

Une rapide etude de la fonction g : z +— = ez montrerait qu’elle est croissante sur R d’ot :

1

m266< 26’ <( ex+1

—1
z+1)2
Soit 2€C <flx+1)— f(zx) < @ ﬁ)ge =1
On obtient I’encadrement voulu en multlphant par (-1) (et en changeant le sens des inégalités).

2. En multipliant par 2 dans I’ancadrement de la question précédente, on obtient :

i T < 22(f(z) — flz+1)) < e

(x +1)2
2
On a lim "Tie#l = lim e% =1
T—>+00 (SC + 1)2 z—+00

D’apres le théoreme des gendarmes, la limite cherchée est donc 1.

Exercice 8

1. On conjecture que Vn € N, g™ (z) = a”sin(az + ) (se démontre par récurrence)
2. h(z) =3 +sin(2z)
On en déduit d’apres la question précédente, ¥n € N* h(") (z) = 2" sin(2x + =)
3. (@) = 34 — )
on pose ji(z) = ﬁ et jo(z) = x%rl
On montre par récurrence que Vn € N, j§n) = m et jén) = m
Ainsi Vn € N, j(® = %(ﬁn) +j§"))
4. On montre par récurrence que :

Vn € N,k (z) = (2% 4 2nz 4 n(n — 1))
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Exercice 9

1. La fonction z + v/1 + 22 — z est définie et dérivable sur R & valeurs dans R ot la fonction arctangente
est dérivable. Ainsi par composition et par somme, la fonction f est dérivable sur R.
/ _ 1 T _ 1 —
Fl@) = +2 X (5 — D X gy =0
Par conséquent f est constante sur R.
Ve eR, f(z) = f(0) =3
2. La fonction inverse est définie et dérivable sur R* a valeurs dans R* ou la fonction arctangente est

dérivable. Ainsi par composition et par somme, la fonction h est dérivable sur R*.
Par conséquent h est constante sur R* et sur R* .
Ainsi Vo € R, h(z) = h(1) = § et Vo € R* | h(z) = h(—1) = 5"

Exercice 10

1. Récurrence

2. f(w):x<:>$2:1+$<:>x:1_\/5011!@:14‘7\/5_

Comme « est positif, on prend a = =5~

3. Soit x > «, f est continue sur [«, x|, dérivable sur |, 2| donc d’apres le théoreme des accroissements finis,

f(x)fa) f/()_2i+cg%

Jde €]a, z[ tel que
Dou f(z) —a < 5(:3 - a).

De méme pour z € [0, o]

f est continue sur [, a], dérivable sur |z, a| donc d’apres le théoreme des accroissements finis, 3¢ €|z, af
telquef( f’()—2\/i?§%

Doua—f(:z:) (o —1).

A1n51VxeR+\{oz} |f(z) —a] < iz —qf

Le cas o © = « se vérifie immédiatement.

Dot Vz € Ry, |f(z) — | < 3|z — ¢

Comme Vn € N, u, > 0, on en déduit :

vn €N, |f(un) — af < u, — o

d'ou Vn € N, [uyq1 — o < 3lu, — @

4. Récurrence.
1
5. Comme [5| < 1, EI-POO(E) = 0 donc (uy) converge vers .

Exercice 11

g est C! comme somme de fonctions C! sur [—1,1].

Onag(—1)=1,9(0)=0et g(1)=3

g est continue sur [0, 1] avec g(0) = 0 et g(1) = 3 donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
Jda €]0, 1] tel que g(a) =1

g est continue sur [—1,al, dérivable sur | — 1,a] et g(—1) = g(a) = 1 donc d’apres le théoreme de Rolle,
Jde €] — 1,a[C] — 1,1] tel que ¢'(c) = 0.

Exercice 12
1. Sur R*, f est continue comme composées de fonctions continues sur R* (a valeurs dans R*).
-1
De plus lim e=2 =0 = f(0) donc f est continue sur R.

2. Swr R,z —5 L est C* a valeurs dans R* ou la fonction exponentielle est C*> donc f est C* sur R* par
composmon

Méme raisonnement sur R* .



Correction TD24 - Dérivation

3. Montrons par récurrence que Vn € N, 3P, € K[X] tel que :
;1
Vo € R*, f(M)(z) = F;"T(f)eﬂ
Initialisation pour n =0 :

On peut poser Py(z) = 1 et la formule est vérifiée.

Hérédité :

Soit n € N fixé.

On suppose la propriété vraie au rang n. Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.

FOHD ) = (FO () = PO 4 DD x e

—3n2?) Pp+x3 Pl (x
f(n'H)(x) _ (23 I%ii) P (z)

On pose P, 11(7) = (2—3nx?) P, +x3 P/ (z) qui est bien un polynéome par somme et produit de polynomes.

=1
€ x2

D’apres le principe de récurrence, la formule est donc vraie pour tout n entier naturel.
-1

22
4. Vn € N, lim 25
" 20 z?

= 0 De plus lim P,(z) = P,(0)
z—0
Ainsi liII(l] f™(z) = 0 donc f est C* sur R.
T—

Remarque : la fonction f est une fonction dont toutes les dérivées en 0 sont nulles mais qui n’est pas
nulle.

Exercice 13

1. Soit « €]0, 1[.
Vn € N*,z — z% est continue sur [n,n + 1], dérivable sur |n,n + 1] donc d’apres le théoreme des

accroissements finis, Jc €]n,n + 1], tel que :

(n+1)*—n>
n+l—n

Orn<c<n+1

On en déduit (n+fé)1*a < Cloia < 0

— a—1 _ «
= ac - Cl—&

o
n)lfa

d’ou 'encadrement voulu.

2. En sommant ’encadrement précédent, on obtient :

n—1 n—1 n—1
> e < L (B+ 1)Y=k < ) ==
k=1 k=1 k=1

on effectue le changement d’indice j =k + 1

n n—1
d’ou zz(j)%<(n)a—l<¥(k)%a
J= k=1

a

soit ahy, —a < (n)* =1 < ah, — 1=
ce nY—1 1 n® 1

Pu1sT+n1,a§hn§F+1—a

ouencorel—n%+%§fga§1+an—;1

D’apres le théoreme des gendrames , on a lim 1h"a =1
n—-+oo oM
soit b, ~ Lnpo
n—oo ¢
3. Pour a < 0, on pourrait reprendre le méme raisonnement que fait dans les deux premieres questions en

utilisant 1’égalité des accroissements finis.

Pour montrer une inégalité du méme type qu’a la question 1) on peut aussi utiliser que pour tout n € N*
et x € [n,n+ 1]
(n + l)a—l < xa—l < na—l

puis en utilisant la croissance de l'intégrale :

n+1
(n+1)*1t < / z* dr < n® 1

n

donc : )
(n+ 1)0‘_1 <—((n+1)*=n% < no 1,

Q
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donc :
an+1)t>(n4+1)%—n*>an®! car a < 0.

On somme ensuite les inégalités comme en 2) pour trouver :

n—1 n—1
a(k:—l—l)o‘*l Zno‘—lzaZkafl@ahn—azna—lzahn—ano‘*l
k=1 k=1

Finalement : h, < "aa_l +1et nll)l}_loo ”aa_l +1=1- é Ce qui veut implique que cette suite est bornée

et majorée donc (hy,) est aussi majorée. D’autres part (hy,) est la somme de termes positifs : cette suite
est donc croissante. Comme cette suite est croissante et majorée elle converge.

Exercice 14
Partie A
1. On sait que les fonctions z — e® et x — e % sont définies sur R. La fonction th est donc bien définie

au point = € R si et seulement si e +e ™% #£ 0, ce qui est toujours le cas puisque la fonction exponentielle
est & valeurs strictement positives (et donc e* +e~% > 0). Donc ‘la fonction th est définie sur R.

2. Six € Dy, =R, alors —x € Dy, donc le domaine de définition de th est symétrique par rapport a 0. Par
ailleurs, on a pour tout nombre réel x,
e % — e (-2) et —e™”

th(=z) = 67 fe-(-2)  eTfe-T ~th(z)

On en conclut que |la fonction th est impaire. ‘

3. Onsait que lim e® = +oo tandis que lim e ® =0doncth(z) ~ ¢ =1donc| lim th(z)=1.

e

T—+00 T—+00 T—+00 T—+00
Comme la fonction th est impaire, on a| lim th(xz) = —1.|On en déduit que :
T—r—00

la courbe représentative de la fonction th admet deux asymptotes ho-
rizontales, la droite d’équation y = 1 en +o0 et la droite d’équation
y=—1en —oo.

e %(e??-1)

4. Pour tout nombre réel z, on a th (z) = P

.Or lim (e +e ™) =2%#0et lime ™ =1 # 0 donc
z—0 z—0

(e®+e™®) ~ 2ete ™ ~ 1. De plus, on sait que e¥ —1 ~ X donc, comme lim 22 = 0, on a par
z—0 z—0 X—0 z—0
substitution e?* — 1 ~ 2z. Par quotient et produit, il vient :
T—
e T(e? -1 2x
ee™ 1) ~ 1x— c’est-a-dire th(z) ~ =z
e?4+e T 20 2 —0

5. Les fonctions z — e® —e ™% et e” + e ~* sont dérivables sur R (et la seconde fonction ne s’annule pas)
donc la fonction th est dérivable sur R comme quotient de fonctions qui le sont. De plus, pour tout z € R,
on a

th/(x): (ex+e—r)2_(ex_e—z)2 _ 4
(e:p +ef:p)2 (ez _1_671)2
tandis que
1_th($)2: (ex_i_efx)Q_(ex_efx)Z _ 4

(em +e—m)2 (ex +e—x)2
donc on a bien [th’ =1 — th? ‘

Partie B

1. On a montré a la question 5. de la Partie A que pour tout z € R, on a th (z) = W > (. Donc la

fonction th est strictement croissante sur R. On en déduit le tableau de variation de th :
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x —00 —+00

o |

-1

2. La fonction th est continue sur R (puisqu’elle est y est dérivable) et est strictement croissante sur R.
D’apres le théoreme de la bijection, elle réalise une bijection de R sur son intervalle image

th(R) =] lim th(z), lim th(z)[=]—1,1]

T—r—00 T——00

Voici son tableau de variation :

Argth /

3. D’apres le théoreme de la bijection, on sait que la fonction

[ ]-11 — R
Argth : { x —  Argth (z)

elle est | continue et strictement croissante sur | — 1, 1]. ‘

4. La courbe représentative de la fonction Argth est en pointillés :

S~

5. Soit y €] — 1, 1[. On résout ’équation th (z) = y d’inconnue z € R. On a

et —e % et et —e™*
thiz) =y & ————— =y <&— — X ———— =
(z) =y pranperial’ rRcbranperiat’
e 1
= =
eyl Y
= e _1=(eT41)y
1
S 6227: +y

1—y
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Donc comme la fonction In est strictement croissante sur R, on a

1 1 1
th(z) =y < 2x:1n<1i_z> = x:2ln<1jz>

Finalement,

1 1
Vy €] —1,1], Argth(y) = iln (f;)

6. Pour calculer la dérivée de Argth, on peut ou bien utiliser I’expression obtenue dans la question précédente,
ou bien utiliser le résultat concernant la dérivabilité d’une fonction réciproque (ce que nous choisissons
de faire ici). On sait que th est dérivable sur R et réalise une bijection de R sur | — 1, 1[. De plus, pour
tout = € R, on sait que th’(z) # 0. On sait alors que la fonction th ~! = Argth est dérivable sur | — 1, 1]
et, pour tout y €] — 1,1[, on a

1 1

h/(Argth (y)) — 1— th (Argth ()2 = 11

Argth (y) = -

d’ou | Argth (y) =

Partie C

1. % La fonction cos est continue sur R_, & valeurs dans R ol la fonction /- est continue. Par composition,
la fonction x — {¢/cos(x) est continue sur R_ Donc f est continue sur R_.

* La fonction x — ma? est continue sur R* , & valeurs dans R ou la fonction sin est continue. Par
composition, la fonction z — sin(722) est continue sur R? . De plus, la fonction o +—— z est continue
sur R et ne s’annule pas donc, par quotient, la fonction f est continue sur R .

* Il reste a étudier la continuité a droite en 0. Montrons que lim+ f(z) = f(0). On sait que sin(X) ~
z—0

X—0t
. e . 2
X et comme lim 7z? =07, on a par substitution, sin(rz?) ~ 7% et donc f(z) ~ ™= =gz
z—0t z—0t z—07F
Par conséquent, lim+ flx) = lim+ mx = 0= f(0). On en conclut donc que f est continue & droite en
z—0 z—0

0.
Finalement, ‘la fonction f est continue sur R. ‘

2. % Etude de la dérivabilité a droite en 0. On veut calculer lim [Z=SO — i 15 Op gait que
(2) e o
f(x T , . . x
x) ~ mwxrdonc =+ ~ I =gm Onen déduit que lim == = .
f( ) z—0*t R a z—0t+ 7

La fonction f est donc dérivable & droite en 0 et f3(0) = 7.

x Etude de la dérivabilité a gauche en 0.

x Pour tout < 0, on a f(z) = ¢/1+ (cos(z) —1) — 1. Or lim (cos(z) — 1) = 0 et on sait que

z—0t
VI+X -1 ~ % donc, par substitution,
X—0+
cos(z) — 1 x?
€T ~Y _— ~ -
z—0t 3 z—0t 6
en utilisant I’équivalent usuel en zéro du cosinus. Donc @ = - On en déduit donc que lim @ =
z—0~ z—0~
lim — & = 0. Donc
z—0~

la fonction f est donc dérivable a gauche en 0 et f;(0) = .

* Comme la fonction f est dérivable a droite et a gauche en 0, on sait que si elle était dérivable en 0,
alors on aurait f;(0) = f;(0) ce qui n’est pas le cas. Donc ‘ f n’est pas dérivable en 0.

10
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3. La valeur seuil est ici g = 0. Pour A = 1/3, on a pour tout x €] — 00, 0],

4.

g1(z) = th (—3z) = —th (3z)

et donc

Vz €] — 00,0], g(z) = fi(z)g1(z) = —(V/cos(z) — 1) th (3z)

et si z €]0, +o0], on a

g2(z) = th (3z)

et donc

_ _ _ sin(mz?)
Vi €] = o0,0), g(@) = fa(@)ga(e) = T th (3)

x Etude de la continuité. La fonction z —> th (3x) est continue sur R. On a montré que la fonction

f est continue sur R. Donc les fonctions g1 et go sur leur domaines de définitions respectifs (R_ et

R% ). Il reste a vérifier que g est bien continue a droite en 0. On a g(0) = —f(0)th (3 x 0) = 0. De

plus,

lim g(x) = lim_fo@)ga(r) = (lim_fao())  (
z—0t z—0t

z—0t

1110([)1+ gg(az)) =0x1=0

r—

Finalement, |la fonction g est continue sur R. ‘

Etude de la dérivabilité. Le seul point qui pose probleme est la dérivabilité en 0. On sait d’apres la
Partie A que th(X) o X donc, comme lim 3z = 0, on a par substitution th (3z) ~ 3z. Donc,
— T—

. z—0
siz <0,

g(x) —g(0) _ th (3z) B
z—0 N fl (:C) % X z—0~ Sfl (JU)
et, si x > 0,
g9(x) —9(0) _ th (3=
r—0 Ja(@) x T z—0t 3h(@)
Comme lim f(z) =0, il vient
z—0
i 9@ —9(0) _ . 9(@) —9(0) _
xz—0~ z—0 z—07t z—0

Finalement, |la fonction g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0. ‘
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