Correction TD25 Intégration

TD26 — Correction

Exercice 1

. La fonction f; est définie et continue sur R donc elle admet des primitives sur R. Ce sont les fonctions
(t2 4 1)6
6
. La fonction f; est définie et continue sur R* donc elle admet des primitives sur R’ . Ce sont les fonctions

de la forme |t — +Clou C e€R.

1
de la forme |t — i(ln(t))2 +ClouC eR.

. La fonction f3 est définie et continue sur R donc elle admet des primitives sur R. Ce sont les fonctions

-1
de la forme |z — T cos(z) + C'|ot C € R.

. La fonction f4 est définie et continue sur R donc elle admet des primitives sur R. Ce sont les fonctions

1
de la forme |z — 1—0(22—1)5+C’ ou C € R.

. La fonction f5 est définie et continue sur R\ {1, 2} donc elle admet des primitives sur R\ {1,2}. On peut
maintenant en déduire les primitives de f5 sur Dy,. Comme le domaine de définition de f5 est la réunion
de trois intervalles, on cherche les primitives de f5 sur ce domaine intervalle par intervalle. On trouve que
ces primitives sont les fonctions de la forme

1
§1n(x2—3x+2)+01 siz €] —o0,1]

1
T — §ln(—x2+3:p—2)+02 six €]1,2]

1
§IH($2 —3x+2)+C3 six€]2,+00]

ou (Cl, Co, 03) e R3.
. La fonction fg est définie et continue sur [—+/2, /2] donc elle admet des primitives sur cet intervalle. Ce

4
sont les fonctions de la forme : |z — —5(2 — 2232 1 Clou C eR.

. La fonction f7 est définie et continue sur R donc elle admet des primitives sur R. Ce sont les fonctions

1
de la forme : |t —3 — € e30s2) 4 C'lot C € R,

. La fonction fg est définie et continue sur R donc elle admet des primitives sur R. Ce sont les fonctions

1
de la forme : |t —> —Zcos(4x+%)+0 ou C eR.

. La fonction fy est définie et continue sur R donc elle admet des primitives sur R. Pour trouver ces
primitives, on commence par linéariser fo(z) pour = € R fixé. On a

fo(z) = cos(x)4

i iz \ 4
= <e+e> (formule d’Euler du cosinus)

2
1 .
~ 16 (e Y4 g e 464 de M 4 e_4””) (formule du bindéme de Newton)
1
=1 (2 cos(4x) 4+ 6 + 8cos(2x)) (formule d’Euler a [’envers)
dx 2
el |3, otz

8 2
Les primitives de fg sur R sont donc les fonctions de la forme :

sin(4z) 3 n sin(2x)

32 8" ;¢

ou C € R.
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La fonction fig est définie et continue sur R donc elle admet des primitives sur R. Ce sont les fonctions
de la forme |z — arctan(e®) + C'|ou C € R.

Exercice 2

T

. [ est continue sur R donc la primitive de f qui s’annule en 1 est F': 2 — [ f(t)dt
1

FO == s
-1 1

F@) = soagan Taxa

g est continue sur | 5", 5[ dla primitive de g qui s’annule en % est G:x— [g(t)dt

AR —

G(z) = [tan(t)dt = [ — In(| cos(t)|)]%

F(z) = —1In(| cos(x)]) + ln(?)

ARy

xT

h est continue sur |0, 1{U]1, +oo[ donc la primitive de h sur |1, +o0o[ qui s’annule en e est H : & — [ h(t)dt

e

dt = [In(|m()[)]"

Exercice 3

. Les fonctions t — t et t — In(¢) sont de classe C! sur [1, ¢] de dérivées respectives t — 1 et t — % .

Par intégration par parties, on a donc :

I = [tIn(t)]] —feldt: 1
1

. Les fonctions x — z+1 et # — €” sont de classe C' sur [0, 1] de dérivées respectives z — 1 et x — €*

Par intégration par parties, on a donc :

1
I = [(x+1)e$}é—fe$da::e
0

™
Les fonctions  — 2% et x — sin(x) sont de classe C' sur le segment {0, 2} de dérivées respectives
x +— 2x et © — cos(z). On peut donc intégrer par parties sur ce segment et on a
9 w/2 /2 2 w/2
I3 = [:1: sin(m)] — / 2zsin(z)de = — — 2/ zsin(z) dx
0 0 4 0
et on calcule l'intégrale de droite a ['aide d’une intégration par parties. Les fonctions z — z et z —

T
—cos(z) dont de classe C' sur le segment [0, 2} . On peut donc intégrer par parties sur ce segment et on
a

w/2 /2 w/2
/ xsin(z) doe = { - :Ucos(x)] + / cos(z) dzx
0 0 0

= [sin(;zc)};r/2 =1

3

Finalement, | [3 = — — 2
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. Les fonctions # — z et & — tan(z) sont de classe C* sur [0, %] de dérivées respectives z — 1 et
1

LT Teos(@))?

Par intégration par parties, on a donc :

I =[x tan(m)]g - Ojtan(af) dz

I =% + [In(] cos(@))] 3
Iy = % + ln(g)

. Les fonctions T — x et x — arctan(z) sont de classe C* sur [0,1] de dérivées respectives = — 1 et

$|—>1+x2 .

Par intégration par parties on a donc :

Is = [a: arctan(z ]

1+x2

.=~ (1] + 22
s=7— am(l+e D]o

T
g:z—%mm

s
=7 +1n(2)

. Les fonctions  — In(1 4 2?) et  — z sont de classe C' sur [0,2] de dérivées respectives x — 1 +12

et x— 1.

Par intégration par parties on a donc :

%:pmu+m] fm2

2
Is=2In(5)— [2— z2 dx
0

Is =2In(5) — [2z — 2arctan(m)]§
Is = 2In(5) — 4 + 2arctan(2)

Exercice 4

2
t
. Pour tout ¢ € [0, 7], on a cos(t) = 2 cos ( ) — 1 donc

Vcos(t =4/2 cos2

o () o)

car % € [0, 5] et on sait que la fonction cos est a valeurs positives sur cet intervalle. Par conséquent,

o o (- R ()] -

. Soit k € [0,n — 1]. On sait que pour tout t € [k, k+ 1[, on a |t]| = k donc, d’apres la relation de Chasles,

IQZZ/ xLdex:Zk/ x dx
k k=0 k

k=0
n—1 2 k+1
uk

k
1n1

== Y Ex((k+1)?—k?)
2k0

_ N ok 1)
2 k=0
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Par linéarité de la somme, il vient

= 1l (n—1)n@2n—-1) n(n—1)
_k§0k2+§k§0k_ G + =

~ (n—1)n(4n+1)

B 12

. Pour tout ¢ € [0, 7], on a

sin(26)? 1 — cos(4t)
4 8

sin(t)? cos(t)? = (sin(t) cos(t))? =

t sin(4t)]”
Donc Iy = [8—812(2 )] :g.
0

.Ona

Iy = /2e5zln(2)e2x dz = /261(51n(2)+2) dz = M ’ — 20t —1
0 0 5In(2) + 2 5In(2) + 2

. On commence par étudier le signe du trinéme 3 + 2 — 2 sur l'intervalle [0,2]. On remarque que 1 en
est une racine évidente donc on peut le factoriser par x — 1 : 23 + 2 — 2 = (z — 1)(2? + z + 2). Comme
22 + 2 + 2 est positif sur [0,2], le signe du trindome est le méme que celui de z — 1. D’apres la relation de
Chasles, on a

1 2
I5—/ (—x3—x+2)dx+/ (23 +x—2)da
0 1

bt 22 ! a2 2 9
=|—-——-—+42 — 4+ — =2 = —
[ 4 2+$]0+[4+2 x]l 2

. Pour z € [0,1], il s’agit de déterminer le plus petit nombre réel parmi z2 et 1 — 2. On résout :

V2

1
x2§1—x2 < 2x2§1 <:>a:2§§ <:>$€[0,2]

car la fonction /- est strictement croissante sur I'intervalle [0, 1] (ol on résout I’équation). Par conséquent,

x? six € [O, ?]

min(z?, 1 — 2%) =
1—2% size [ﬁ,l}

2

On utilise ensuite la relation de Chasles :

V2/2 1
Is = / min(z?,1 — 2%) dz + / min(z?,1 — 2%) dz
0 V2/2

V2/2 1
:/ xdx—i—/ (1—2?) da
V2/2

5 ]m 5],

2\/ 2v/2

23><3 3 2 23 x 3
2 -2
3
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Exercice 5

. La fonction ¢ — sin(t) est de classe C! sur le segment [O, g] a valeurs dans [0,1]. On peut donc faire

le changement de variable z = sin(¢) et on a

w/2 1
I = /0 sin(t)?(1 — sin(t)?) cos(t) dt = / 22(1—2?) dz

0

_xs IL‘51_2
13 5], 15

. La fonction 2 — tan(z) est de classe C! sur le segment |0, Z} valeurs dans [0, 1]. On peut donc faire
le changement de variable u = tan(x) avec du = (1 + (tan(z))?)dz = (1 + u?)dz.
De plus (cos(x))? = 1+(taln(x))2 = 1+1u2

2_/0 1+ (cos(z))? x—/o 2 4+ u? u_/o 514—(%)2 Y

1

ﬂo

V2 V2
= [2 arctan( = —arctan(7)

. La fonction cosinus est continue sur [0, Z] d’intervalle image [v/2/2,1] et de dérivée la fonction =

—sin(z). On a donc
w41 2 V2/21 .2 1
I3:/ wsin(m) da::/ 12u(—1)du:/ (1—1> du
0 cos(z) 1 u V2/2

N

et donc

—— —u :_2+7+7_

. La fonction # — e® est de classe C! sur le segment [0,1n 2], & valeurs dans [1,2]. On peut donc faire le
changement de variable z = e”® et on a

21
L=[ —
! /1 1+ 22
2
= [arctan(z)} )

= arctan(2) — Z

. La fonction x +— In(z) est est de classe C! sur le segment [1,e™], & valeurs dans [0, 7]. On peut donc faire
le Changement de variable v =Inz. On a du = % de =e " du

f e “cos(u) du

On calcule I5 a l’aide de deux intégrations par parties.
Une premiére intégration par partie en utilisant les fonctions u +— cos(u) et u — —e =% C! sur [0, ]
donne :

Is=]—e“cos(u ] fe sin(u) du

puis une deuxieme 1ntegrat10n par partie en utilisant les fonctions u +— sin(u) et u — —e =%, C L sur [0, 7]
donne :

I5:[—e_“cos(u)]g—([—e_“sm( ] +fe “cos(u) du)

Is=e"+1—-1I4

N -
Dol I5 = &t
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. La fonction  — cos(x) est est de classe C* sur le segment [0, 3], & valeurs dans [0, 1]. On peut donc faire
le changement de variable r = cosz. On a dr = —sin(z) dz
sin z) _ t 1 _ =
14+(cos(z) 1+ - [arc an(r)]o — 4

Exercice 6

n
. S =137 (%)2 est une somme de Riemann associée & la fonction @ +—+ x% continue sur [0, 1]
k=1

D’apres le théoréme sur les sommes de Riemann, on a :

lim Sn—f$2d:v—f

n—-+00

:\'—‘

n
Z s(357) est une somme de Riemann associée a la fonction  — cos(3mz) continue sur [0, 1].

D’apres le théoreme sur les sommes de Riemann :
1
lim w, = [cos(3rz)dz =0

n—+oo 0
n 1 1 n 1 . N . .
n= > -3 -~ est une somme de Riemann associée a la fonction z — continue sur
i nt+k niZ 14+ o
[0, 1].

D’apres le théoréme sur les sommes de Riemann :

1
lim v, = [ =5 dz = [In(1 + z)]j = In(2)
0

n—+oo
1 n
. wp = —— >, k% est une somme de Riemann associée & la fonction z — 2 continue sur [0, 1] (car
n k=1
a > 0).

D’apres le théoreme sur les sommes de Riemann :
1

lim w, = [z%dx = —/——
n—+400 n f

1 a . . : 1
Y —————— est une somme de Riemann associée a la fonction = —

1
1VvVn —|—2k:n n =1 1_|_2E V14 2x

continue sur [0, 1].
D’apres le théoréme sur les sommes de Riemann :

1
i = _— = 1 = —
ngrﬁ)ozn—fmdx VI+2z)}=v3-1
n k
Z <> sin () est une somme de Riemann associée a la fonction z — %sin(Qw) continue
n =1 n n
sur [0 1].

D’apres le theoreme sur les sommes de Riemann :

lim ¢, = f 3 8in(2z) dz = LOS(Q)

n—-+4o00o
nll1 k  (kw . o . . .
. A = Z —en sin [ — ] est une somme de Riemann associée a la fonction z — €” sm(7ra:) continue sur
k=0 T n
[0,1].

D’apres le théoreme sur les sommes de Riemann :
1

m(e+1)
lim a e’ sin(mx) dz = (e
n=+oo Of (mz) 1472

(deux intégrations par parties successives)
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Exercice 7

Ae T A€

1. On commence par résoudre I’équation homogene 3’ +y = 0 dont la solution générale est y(x) =
= N(x)e ™™ —

R. On cherche une solution particuliere sous la forme y(z) = A\(x)e™*, de sorte que y'(x)
A(z)e™™. On introduit ceci dans 1’équation différentielle et on trouve

1
N(@)e™ = Xz)e ™ + Mz)e ™ = 1T e
Apres simplification, ceci donne :
1 e’
N = N(z) = .
@e™ =17 @ =1re

Une solution particuliere est donc donné par y(x) = In (1 4+ e*) e~ *. Finalement, la solution générale de
I’équation avec second membre est donnée par

r=In(l+e®)e®+Xe N ER.

2. On commence par résoudre 1’équation homogene (1 + z)y’ + y = 0, dont la solution générale est donnée

par y(z) = H%’ A € R. On cherche une solution particuliere par la méthode de variation de la constante,
en posant y(z) = %, de sorte que

by N(x) Az)
y(@) =1, - 1+2)2

En introduisant ceci dans ’équation différentielle, on trouve

(14 x) (i\/j_mi — (1)\—i(-xx))2) + f\f; =1+1In(l+2)

ce qui donne apres simplifications
N(z)=1+1In(l+2x)

Une primitive est donnée par A(z) = (1 + z)In(1 + z), et la solution générale de 1’équation avec second
membre est donc donnée par

T 7 +In(l1+2z), A eR.

+x

3. On commence par résoudre 1’équation sans second membre 3y’ — % = 0. On remarque que x — x est
une solution. Les solutions de I’équation sans second membre sont donc les fonctions x — Az, A € R.
On cherche ensuite une solution particuliere sous la forme y(xr) = A(z)z. Reportant dans 1’équation
différentielle, on trouve I’équation X(x) = =z, ce qui donne A(z) = % + C. Puisqu’on cherchait les
solutions s’écrivant A(z)z, on obtient donc que I'ensemble des solutions de 1'équation différentielle est

donné par les fonctions
3

ZUI—>CIL‘+%,CER.

4. On commence par résoudre ’équation homogene 3/ — 22y = 0. Pour chercher une solution, on peut
remarquer que si y est une solution qui ne s’annule pas,

/

y'—2xy=0<:>y—:2x<:>ln|y|:m2+0.
Yy

Ainsi, ceci nous conduit & observer que x +— ¢®* est solution de I’équation homogere et donc que la solution
générale de I’équation homogene est = +— )\6”2,)\ € R. On cherche ensuite une solution particuliere
de T’équation en utilisant la méthode de variation de la constante. On pose donc y(z) = )\(a:)em2 et
introduisant y dans I’équation avec second membre, on trouve

N(@)e” = (<20 + 1) = N(z) = (-2 + 1)e =+,

e e 4 _ 2 . . N , .
Une primitive est donnée par A(z) = e~ 2 et donc une solution particuliere de ’équation avec second

membre est donnée par

2 2
T e U T — o

Finalement, les solutions de 1’équation sont les fonctions x +— Aet” + e® ,AER.
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. On commence par résoudre I’équation homogene 1/ — %y = 0. On trouve que les solutions sont les fonctions
de la forme y(t) = At?, A € R. On cherche une solution particuliére par la méthode de variation de la
constante en posant y(t) = A(¢)t2. L’équation devient :

P =y/(0) - 2y(t) = ()

Des lors, N'(t) = 1 soit A\(t) = ¢ + C. Finalement, les solutions sur 0, +o0o[ de 1’équation de départ sont
les fonctions
t—t3+ 02, CeR

, , . N . . 3
. On commence par résoudre I’équation homogene 3/ +22y = 0. Puisqu’une primitive de z — 22 est 2 — %,
les solutions de ’équation homogene sont les fonctions

z3
x> AXe 3, AeR

On cherche ensuite une solution particuliere. Ici, la fonction y(x) = —1 convient. Les solutions de
I'équation 3’ + 22y = —22 sont donc les fonctions

xB
r—= —1+Xe 3, AER.

. Comme on travaille sur R* | on divise par 2x et I’équation est équivalente & 1y — ﬁy = % On résout
d’abord ’équation homogene y' — %y = 0. Une primitive de ;—; est —% Inz = —1In(y/7) et les solutions
de I’équation homogene sont les fonctions

x5 AV = \/z, A e R.

On cherche ensuite une solution évidente sous la forme y(x) = Az (pour que tous les termes soient des
monomes de degré 1 ). En effet,

22y (z) — y(x) = 20z — Ao = A\

et donc la fonction y(x) = x est solution particuliere de I’équation. Finalement, toutes les solutions de
I’équation sont les fonctions qui s’écrivent

x> 2+ MW, eR.

. On commence par résoudre I’équation homogene 3y’ — Lny = 0. Une primitive de z — 1775 est z

—% In (1 + y:z) =—1In (\/ 1+ x2>. Les solutions de I’équation homogene sont donc les fonctions

z s Aen(ViFe?) AV1+22 ) eR.

On cherche ensuite une solution particuliere et il est treés facile de voir que la fonction y(x) = x en est une.
Finalement, on trouve que les solutions de 1’équation différentielle y’ — i fxzy = H% sont les fonctions

= M1+z22+2, R

Exercice 8

. En développant et simplifiant on obtient :
n n
sp= Y 62k +2k% =20t x 1 3" 3% 4 (Ey3 = opiR,.
k=1 k=1
R,, est une somme de Riemann associée & la fonction x‘ ++ 3z + 2 continue sur [0, 1] donc :

n—-+o0o

1
lim R,= [3z+23dz=1+#0
0

. . 4
Ainsi s, ~ 2°
2

n—oo
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n
k
=) enln@):nx%

z1n(2)

T,, est une somme de Riemann associée a la fonction x — € donc :

lim T, = fexln dz = ln%Z) #0

n—oo

n

Ainsi t, ~ ()

n—oo
n n

Cup =S Vk=n nX%Z\/%:n n x T,
k=1 k=1

T, est une somme de Riemann associée a la fonction = — /x donc :

Ainsi u,, ~ 2"5/5
— 00

T, est une somme de Riemann associée a la fonction x > i donc :

1
1+2z)3
. L 1 (14+2z2)"241 2

n—oo

Ainsi v, ~ <25
" n—oo 9In?

Exercice 9

. En mettant aux mémes dénominateurs et en identifiant on trouve a =2, b= —1et ¢ = 1.

t=v’ -2 v=t+2cartc2,7].

La fonction t + /t + 2 est est de classe C! sur le segment [2, 7], & valeurs dans [2, 3]. On peut donc faire

1 1
le changement de variable v = v/t + 2. On a dv = ———dt = — dt.

2/t + 2 2v
202
2

eSS
=]

1

v+ 1 v—1

I=1[20—In(jo+1]) + In(jo - 1])]3

I=2+In(3)

. t=In(z) &z =c.

La fonction t — ef est est de classe C! sur le segment [0,1], & valeurs dans [1,¢e]. On peut donc faire le
changement de variable z = €. On a dz = e! dt = x dt.

J=f o
101

{x x+1
= [In(|z]) — In(|z + 1|)] =1+1In(2) —In(e+1)

2 — dv

xa:—l—l)

Exercice 10

1 1
. Soit n € [0,1]. Pour tout « € [0,1], on a 1 < 1+ 2™ < 2 puis, en passant au quotient, 0 < 3 < T <1
x
Comme z™ > 0, il vient en multipliant par z"
z" "
0< 1+ 2 S
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Comme 0 < 1, on a par croissance de I'intégrale,

1
n—+1

1
0< I, < / " dx c’est-a -dire 0< I, <
0

1
Or lim

= 0 donc, d’apres le théoreme des gendarmes, la suite (I, )nen est convergente de limite
n—+oon + 1

1 xn—l 1 T nxn—l
. Soit n € N*. Remarquons que I,, = / x X dz = / — X dz. Les fonctions x — In(142™)
0 14z o n 1l4+am

n—1

z o . 1
et x — = sont de classe C' sur le segment [0, 1] de dérivées respectives z — et z — —. On
n n

14 zn
peut donc intégrer par parties sur ce segment et on a

In(1 nyq1 L1n(1 n n2 1 /!
In:[mﬂ”)] _/ Wd$:n_/ In(1 +2") da
0 0 0

n n n n

. Soit n € N*. On peut montrer que pour tout ¢ € [0,1], on a U'inégalité In(1 4 ¢) < t (cette inégalité est en
fait vraie sur | — 1, +oo| : faites-le!). Pour tout = € [0,1], on a z™ € [0, 1] donc 0 < In(1 + 2™) < z". Par
croissance de l'intégrale, on a (puisque 0 < 1) :

1
n—+1

1 1 1
0< / In(1+2z")dz < / " dx c’est-a -dire 0 < / In(1+2")dz <
0 0 0

. Soit n € N*. On cherche un encadrement de % D’apres la question 2., on sait que

nIn_l 1 1

On utilise maintenant la question 3. ou on a obtenu un encadrement de I'intégrale de droite. On obtient :
o b g
In(2)(n+1) = In2

. nl .. .
D’apres le théoreme des gendarmes, la suite (1;) est convergente de limite 1. Par conséquent,
n n>1

In2
;, . &2

n—+oo n '

Exercice 11

1

= [etde=[-e?j=1—¢""
0

1

I = [ze™*dz = 2e~! — 1 (on utilise une intégration par parties).
0
. Soit n € N.
1
Lnpyi—Ipy= [2"(z —1)e " dx
0

Or Vn e N,Vz € [0,1],2"(x — 1)e™™® <0
Donc par croissance de l'intégrale, on obtient I,y — I, < 0.
Ainsi (I,) est décroissante.

De plus Vz € [0,1],0 < e <1 dou0 < z"e * < z"
1
Puis par croissance de l'intégrale 0 < I,, < [ 2" dx
0
1

it0<I, <
soit 0 < nS T

10
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. (Ip) est décroissante et minorée par 0 donc converge.

En utilisant le théoréme des gendarmes dans ’encadrement de la question précédente on montre que (I,,)
converge vers 0.

1

n—Hx”H et  — e~ sont de classe C! sur [0,1] de dérivées respectives x — 2™ et

. Les fonctions =z —
T+ —e T,

D’apres la formule d’intégration par parties on a :

1

" tlem? 1

I: n+1—a¢d

e e R
0

d’ou
1 In+1

(n+1l)e n+1

n =

ne Ihi1mne
(n+1l)e n+1

. D’apres la question précédente on a nel, =

Or lim ne Inine

=1.
n—+oo (n+ 1)e n+1
1

Ainsi I,, ~ —.
n—+oo ne

Exercice 12

. f est continue sur R donc y admet des primitives. Soit F' une primitive de f sur R alors :
u(x) = F(z?) — F(22)

Ainsi u est de classe C! sur R comme composées et somme de fonctions de classe C' sur R.

u'(2) = 22 f(2®) - 2f(x)

. f est continue sur R donc y admet des primitives. Soit F' une primitive de f sur R.

x
o@) = [ ) dt = a(F(z) - F(O)
0
Ainsi v est de classe C' sur R comme produit et somme de fonctions de classe C' sur R.

V(@) = F(z) - F(0) + o f (x)

. f est continue sur R donc y admet des primitives. Soit F' une primitive de f sur R.

w(z) = [F(t+ )]y = F(2z) — F(x)

Ainsi w est de classe C! sur R comme composée et somme de fonctions de classe C' sur R.

w'(z) = 2f(27) — f()

Exercice 13

On sait que f € C([0,1],R). et que fol ft)dt=1.

Soit g la fonction définie pour tout ¢ € [0, 1] par g(t) = f(t) — ¢ qui est continue sur [0, 1].
On a alors [} f(t) —tdt = [ f(t)dt — [, tdt =0.

Supposons que g ne change pas de signe et n’est pas la fonction nulle.

11
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Par exemple si g est positive. Comme g n’est pas la fonction nulle, il existe a € [0, 1] tel que g(a) > 0. Or
g étant continue il existe un intervalle fermé I = [¢, d] contenant a sur [0,1] tel que Vz € I g(z) > 0. Alors
0< f g(t)dt < fo t)dt (la premiere inégalité est due a la stricte croissance de l'intégrale et la seconde a
la relatlon de Chasles le fait que g est posmve et la positivité de l'intégrale).

On arrive a une contradiction puisque fo t)dt = 0.

Donc g n’est pas positive

De méme elle n’est pas négative. Donc g change de signe sur [0, 1], est continue sur [0, 1] donc d’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [0,1] tel que g(c) = 0 c’est a dire f(c) = ¢ : ¢ est un point
fixe de f.

Exercice 14

Soit f € CY([a,b]). Pour tout n € N, on pose I,, = f: f(t) cos(nt) dt.

1. Soit n e N, J, = f; f(t)sin(nt) dt. La fonction f étant C!([a,b]) sa dérivée est continue. Or [a, b] est un
segment donc f’ est bornée sur [a,b]. Il existe M € R tel que Vt € [a,b] |f/(t)] < M.
Donc Vt € [a,b] |f'(t) sin(nt)| = |f'(t)|| sin(nt)| < M. Puisque un sinus est compris entre —1 et 1.
Appliquons 'inégalité triangulaire pour l'intégrale puis la croissance de l'intégrale (a < b) :

b b
|Jn|§/ f’(t)||sin(nt)\dt§/ Mdt < (b—a)M

Donc (J,,) est bornée.

2. Procédons a une intégration par parties sur I,

b
I, = [;f(t sin(nt) ] / = f'(t) sin(nt) dt % [f(?) sin(nt)]z - 712/ f'(t) sin(nt) dt
On a
b
% / f'(t) sin(nt) dt’ < M
« 1 . b 1 . ) 1
~ [F @) sin(nt)ly| = — |f(b) sin(nd) — f(a)sin(na)| < —1f(b) + f(a)|

Or les termes de droite des inégalités tendent vers 0 donc par théoreme des gendarmes ceux de gauche
(qui sont positifs) tendent vers 0.

Donc lim I, =0.
n—-+00

3. Dela méme fagon (intégration par parties et majoration des termes) on prouve que h:l:l f; f(t)sin(nt) dt
n—-+0o0
0.

Exercice 15

arctan(t)

1. La fonction f : ¢ +— est définie et continue sur R* comme quotient de fonctions qui le sont.

Montrons que F' est de classe C! sur R% . Comme f est continue sur R, elle admet une primitive sur G
x
sur RY qui s’annule en 1. Pour tout > 0, on sait que G(z) = / f(t) dt et donc F(z) = G(2z) — G(x)

d’apres la relation de Chasles. On sait que G est de classe C' sur R% (de dérivée f) donc F est aussi
de classe C! sur R% . On procede de la méme maniere pour montrer que F' est de classe C! sur R* (en
considérant par exemple la primitive de f sur R* s’annulant en —1). Déterminons maintenant la dérivée
de F sur R*. Pour tout z > 0, on a

F'(z) = 2G'(22) — G'(z) = 2f(22) — f(x)

et on obtient la méme chose sur R* .

12
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. Tout d’abord, le domaine de définition R* de F' est symétrique par rapport a 0. La fonction f est paire
puisque les fonctions inverse et arctangente sont toutes les deux paires. De plus, pour tout € R*, on a

—2x

tan(?

F(—z)= / arc?n()dt. La fonction t — —t est de classe C! sur le segment [min(—z, —2x), max(—z, —2)]
—X

et admet pour intervalle image [min(z,2x), max(x,2x)]. On peut donc faire le changement de variable

u=—t:
22 arctan(—u 2% arctan(u
F(~x) :/ L()(—l) du:/ ti()du:fp(x)

—u u
Donc la fonction F' est impaire.
. Soit z > 0. On a alors < 2z. Comme la fonction arctan est croissante sur R, on a pour tout t € [z, 2],

les inégalités arctan(x) < arctan(t) < arctan(2z) et donc (comme ¢ > 0,

arctan(z) _ arctan(t) _ arctan(2z)
i ST ¢ S t

On utilise ensuite la croissance de l'intégrale (rappelons que x < 2z) :

/Qm arctan(z) dt < /23” arctan(t) dt < /2’” arctan(2z) dt

2x 2x

arctan(z dt

/ t() dt = arctan(x)/ 5= arctan(z)(In(2x) — In(x)) = arctan(z) In 2
X xX

En faisant la méme chose pour la troisieme intégrale, on obtient les estimations attendues.

. Comme la fonction F' est impaire, on a aussi :
Vr <0, In(2)arctan(2z) < F(x) < In(2) arctan(x)

Comme liH[l) arctan(x) = lin% arctan(2z) = 0, le théoreme des gendarmes entraine que F admet une
T— T—

limite en 0 égale a 0 : lin(l) F(x) = 0. On peut donc prolonger F' par continuité en 0 en posant F'(0) = 0.
T—

On sait que pour tout x > 0, F'(z) = 2f(2z) — f(z). Or on peut prolonger f par continuité en 0 en
posant f(0) =1 (en remarquant que f est le taux d’accroissement de la fonction arctan en 0). On peut
donc prolonger F’ par continuité en 0 en posant F'(0) =2 —1=1.

™
. On sait que £1>1+n arctan(x) = 5 En utilisant ’encadrement obtenu a la question 3. et le théoreme des
T o0

. . . mln2
gendarmes, on trouve que la fonction F' admet une limite en +0o qui vaut

. On a montré que pour tout r € R*

Fl(z) = 2arctan(2:v) _ arctan(z) _ arctan(2z) — arctan(z)
2 x x '

Pour = > 0 2z > x et par stricte croissance de la fonction arctan arctan(2x) — arctan(x) > 0. Donc F est
strictement croissante sur R} .

D’autre part la fonction F' est impaire (question 2)), elle est donc strictement croissante sur R} .
Enfin F(0) = 0 et F continue sur R. Donc pour tout x € R} et tout y € Ry : F(y) < 0 < F(x).
Donc F' est strictement croissante sur R.

13



1.

Correction TD25 Intégration

Exercice 16

. La fonction ¢ + t + sin(¢) est continue sur R et elle s’annule seulement en 0 (car c’est une fonction

strictement croissante sur R).

Donc la fonction ¢

— L __ est définie et continue sur R*.
t+sin(t)

2x
Ainsi pour tout z € R%,[z,22] C R et pour tout z € R*, [2z,z] C R* donc l'intégrale [ t+s?71tl(t) est
X

bien définie.
Finalement Dg = R*

R* est sumétrique par rapport a 0.

— T
Soit x € R*, on a G(—x) = t«#s(ilié(t)
En utilisant le changement de variable u = —t avec ¢t — —t, C! sur R* on obttient :
2x

—u+sin(—u)

G(-1) = [ =¥ = Gw)

Ainsi G est paire sur R*

1

La fonction ¢ + -——=s étant continue sur R% , elle admet des primitives sur R* .

t+sin(t)

Notons H la primitive de cette fonction sur R* s’annulant en 1.
On a alors Vo > 0,G(z) = H(2z) — H(x).
Ainsi G est dérivable sur R%} comme somme et composée de fonctions qui le sont.

Vo > 0,G'(x) =2H'(2z) — H'(z)

— 2 _ 1
~ 2z+sin(2z) x+sin(z)

On procede de méme sur R* en considérant par exemple la primitive s’annulant en -1. (on obtient la
méme expression de la dérivée)

. Soit x > 1 (on va étudier ce qui se passe en +00).

Vt € [x,22],0<t—1<t+sin(t) <t+1
Donc par passage a I'inverse qui est strictement décroissante sur R’ , on obtient :

1

1 1

t+1 < t+sin(t) < t—1

Puis par croissance de l'intégrale (comme z < 2z) :
2x 1 2z 1 2z 1

f t+1 dt < f t+sin(t) dt < f t—1 dt

T T x

soit In(22tl) < G(x) < In(22=1)

z+1 r—1

Le théoreme des gendarmes nous donne lim G(z) = In(2)

a.

r—r+00

Exercice 17

0
Par définition, f(0) = [ f(t) dt + €.
0

Donc | f(0) =1

. f est continue sur R donc elle admet des primitives sur R.Notons F' une de ses primitives.

On a alors : f(x) = [F(t)]§ +e* = F(z) — F(0) + €”.

Or F est dérivable sur R en tant que primitive de f et la fonction exponentielle est aussi dérivable
sur R.

Ainsi f est dérivable sur R comme somme de fonctions qui le sont et on a :

Ve e R, f'(z) = F'(z) + €* = f(z) + €°

. D’apres la question précédente, f est donc solution de I’équation différentielle linéaire du premier

ordre : 3/ —y = e*.
L’ensemble des solution de I’équation homagene ¢y’ —y = 0 est S, = {x — Ce”,C € R}.
Recherchons une solution particuliere fy de la forme fo = axe®.
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fo est dérivable sur R et fj(z) = ae®(1 + z).
Ainsi fl — fo=€e* & ae®(1+1z) — aze® =e” & a =1 car Vz € R,e” > 0.
On peut donc prendre comme solution particuliere fo(x) = xe®.

D’apres le théoreme fondamental de résolution des équations différentielles, ’ensemble des solutions

de léquation ¢y —y = e est S = {x — Ce” + xze”,C € R}.
Ainsi f est de la forme x — (C' + x)e” avec f(0) =1, ce qui impose C' = 1.
Finalement la fonction f est définie par |V$ ER, f(z)=(1+x)e” |

2. Réciproquement , vérifions que la fonction f trouvée ci-dessus convient.
€T

[ est continue sur R comme produit de fonctions continues, on peut donc définir l'intégrale [ f(t) dt.

0

Comme t — 1+t et t — e sont de classe C! sur R, on peut effectuer une intégration par parties et on

obtient :

Off(t) dt = [(1+ t)et)s — Of at
FO)dt = (1+2)e” —1 = (e" — 1)

fO)ydt=(1+z)e* —e® = f(z) — e”

Ot—y CP—x8

Finalement ’ensemble des solutions est |x = (1+z)e” |
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