TD30 fonctions de deux variables

TD30 — Correction

Exercice 1

1. f est C! sur R? (polynome)

%(ib‘,y) = y? + 3yax? et g—i(a},y) =22y + 23
2. gest Cl sur R?\ {(z, y) € R%|y = —z} (quotient de polynomes)
ag (z,y) = (ziyyp et ay I(x,y) = (I__ny)g

3. k est C! sur R2.

gg’z (x,t) = 2z arctan(xt) + 1+x(2xt)2 et %(:c,t) = 1&:;)2
4. m(z,y) = e¥@ est C! sur R% x R,

(2, y) = ya? ™" et G2 (x,y) = In(z)z?
5. nest Ct sur {(z,y) € R?|z —y* > 0}

Br (@) = o et Ghla,y) = =
6. hest C' sur R% x R.

2, ) = = m“iﬁlri’;ﬁws(” et B(r.0) = 1 sin(0)

Exercice 2

f est C? sur R? (composée et somme de fonctions de classe C? sur R?)
Dérivées partielles :

gf; (z,y) = 32%y + er‘”yQ et g—i(x, y) = a3 + 2wye™V

Dérivées partielles d’ordre 2:

gwé(x y) = 6y + yte®
885’ (z,y) = 322 —|—2yezy (1+ 2y?)
>f

a—(:ﬂ y) = 2xe™’ (1 4 2xy?)
aajafy (z,y) = 2% + 2ye¥" (1 + zy?)

On remarque que (%25; (x,y) = gngy (x,y) (Théoreme de Schwarz)

Exercice 3

1. festClsur R? | x:t+sin(t) et y:t+ 3 sont C! sur R donc g est C! sur R et :
g'(t) = G(sin(t), 2) x 2/(t) + G (sin(t), %) x /(¢)
Or ﬂ( Ly) = e et g—g(a:,y) = —2e%2%
d’ott ¢/(t) = s =27 cog(t) — 2esin()—2% 5 342

2. fest Clsur R? , z:t+s el et y: ¢+ sin(t) sont C! sur R donc g est C! sur R et :
g t) = gﬁ(e sm(t)) x x'(t) + 3 9f (e sin(t)) x ¥/ (t)
Or —(:13 y) =2z +yet f(x y) =2y+ux
d’olt ¢'(t) = (2€! +sin(t))e + (2sin(t) + e?) cos(t)
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TD30 fonctions de deux variables

Exercice 4

1. f est C! sur R? en tant que polynome.
SL(@,y) = 2wy —y? et GL(x,y) = 2? — 2uy
0 o)
Or 3L(z,y) = G (x,v)
20y —y2 = 0
< { 22 —2zy = 0
y2z—y) = 0
< { z(r—2y) = 0
<(y=0 ou y = 2z) et (x =0 our = 2y)
Sr=y=0
2. f(z,2z) = —2423
on a donc f(0,0) = 0 mais f(1,2) = -2 et f(—1,—2) =2 donc f n’a pas d’extremum.
En effet si f possédait un extremum, il serait en (0,0) mais f(1,2) < f(0,0) et f(—1,—2) > f(0,0)

3. C’est une condition nécessaire mais non suffisante.

Exercice 5

1. f est C! sur R? en tant que polynéme.
%(w,y) = 2xy et g—i(x,y) =22-3
dott §L(4,3) =24 et §L(4,3) =13
2. Pour h et k proches de 0, on a :
fA+h,3+k)=~ f(4,3)+24h + 13k = 39 + 24h + 13k
3. f(4,1;2,9) =~ 39+24x0,1—-13x0,1~40,1
alors que la valeur exacte est f(4,1;2,9) = 40,049
4. f(4,7;2,4) ~39+24 x0,7—13 x 0,6 ~ 48
alors que la valeur exacte est f(4,7;2,4) = 45, 816.
La valeur approchée n’est pas précise car on s’est trop éloigné du point A.

Exercice 6

1. f(z,y) déﬁni<:>1+%>Oety7éO
Ainsi f est C! sur D = {(x,y) €R2\1+% >0,y # 0}.

9 1) —
G(e,y) = oy et 3h(x,y) = 5%,

Equation du plan tangent a la surface représentative de f en (1,1) :
of
—f(1,1) =

s f0) =

X

<Lw@—w+§QLn@—n

soit

s () = S —1) - Ly 1)

On en déduit f(1,1;0,9) ~In(2) + 2 x 0,1 — 3 x (=0,1) ~ In(2) +0,1
2. fest Ctsur D= {(x,y) € R¥y— 3z # 0}.

le) 0 _
('Ti(xvy) = (yi%?i)z et 87];(1:,2/) = (y,lg?xz)z
Equation du plan tangent & la surface représentative de f en (2,4) :

-2 = e+ eow-1
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TD30 fonctions de deux variables

soit
z4+7=10(x —2) — 5(y — 4)

On en déduit f(2,1;3,9) =~ —5,5

Exercice 7

1. f(0,0) =0, f(—-1,0) =5,f(1,1) =0et f(2,—1) = —5.
2. On trouve f(z,y) = (x —2)>+ (y+1)2 -5
Ainsi ¥(z,y) € R?, f(z,y) > —5.

3. Soit (z,y,2) € R3 { £($7y) N { ix_—f)? +(y+1)2=9

Ainsi dans le plan z = 4 la projection de (5) est le cercle de centre (2, —1) de rayon 3.

Soit (mvyaz)ERS{ z = f(z,y) <:>{ (l‘—2)2—|—(y_|_1)2:1

z=—4 z=—4
Ainsi dans le plan z = —4 la projection de (S) est le cercle de centre (2,—1) de rayon 1.
s 2=flay) [ e=a—do
R AT AAIER

Ainsi l'intersection de (S) et du plan d’équation y = 0 est une parabole.

Exercice 8

1. f est C! sur R

On obtient or = sin(y) et or =z cos(y).

ox oy
. 9 . . . . [ sin(y) =0
Soit (x,y) € R*. (z,y) est un point critique si et seulement si { zcos(y) = 0
On obtient donc (z,y) € {(0,kn), k € Z}
2. g est C! sur R2.
0 0
On obtient 99 _ 922y — 2y et 99 _ 33 — 2z
or oy
. 9 . o . [ (922 —2) =0
Soit (x,y) € R*. (z,y) est un point critique si et seulement si { 2(32%2 —2) = 0

On obtient donc (z,y) € {(0,0), (\/g, 0), (—\/5, 0)}
3. hest C! sur R2.

oh oh
On obtient — = —2xye*$2*342 et — = (1 _ 2y2)67w27y2.
Soit (x,y) € R-. (ac, y) est un point critique si et seulement si 1_ 2y2 ~0 car 'exponentielle est

strictement positive.

On obtient donc (z,y) € {(0, \/g), (0, —\/g)

Exercice 9

L f(z,y) = ¢(y)

2. f(z,y)=CeR

3. f(x,y) = ze’ + é(y)
4. flz,y) =€e" + ¢(y)
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TD30 fonctions de deux variables

5. 9L (x,y) = 3f(z,y) = 0 donc f(z,y) = ¢(y)e*

6. G (x,y) =3 y+¢( )
dou f(z,y) = z23y + ¢(y)z + g(y)

0,
7. 9y =35 +x+¢(y)
d'ou f(z,y) = 322 In(y) + 2y + F(y) olt F est une primitive de ¢.

8. f(z,y) = sin(x) + ¢(y)
mais ﬂ(m y) = cos(y) = ¢'(y) donc ¢(y) =sin(y) + C ou C € R
Finalement f(z,y) = sin(x) + sin(y) + C

Exercice 10

Loa () = 2 ), y0) x /(1) + %Zf<x<t>,y<t>> <y ()

H(6) = 5 (o) x (0 = bog) + . o,0)  (~cy -+ day)

H a
2. Or =~ =5 det =2
Or 5 (x,y) . d et oy (x,y) ; b
D'olt H'(t) = (g —d)(az — bry) + (% —b)(—cy + dry) = 0.

Par conséquent H est constante au cours du temps. Il y a donc une situation d’équilibre qui se met
en place entre le nombre de proies et le nombre de prédateurs.

Exercice 11

ou

1. Frin —cug(z — ct)
ou
. = ug(z — ct)
ou ou , ,
2. On a donc 8t( )—}—ca (t,x) = —cup(z — ct) + c x ug(z —ct) =0

On en déduit que u est bien solution de (1).

3. u(0,z) = ug(x).
Ainsi la fonction = +— wug(x) correspond & la valeur de u au temps initial ¢ = 0, d’olt son nom de
condition initiale.

4. On a:
up(z) = u(0,2) = 3 — Larctan(z)
u(l,z) =5 — rctan(a; -1)

1_1
2 ™
u(2,z) = 1 — Larctan(z — 2)
Ces trois fonctions sont définies sur R strictement décroissante et telles que
lim u(0,z) = lim wuw(l,z)= lim w(2,z)=1
T——00 T——00

T——00
xh_)rglo u(0,x) = wh_g)lo u(1, a:) = hm u(2,2) =0
On a de plus u(0,0) = (1 O) 3,

On obtient le graphique sulvant :
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On constate que plus le temps augmente, plus l'information se translate vers les x croissants. Ainsi
quand t augmente, le signal se déplace dans le sens des x croissant. D’ou le nom d’équation de transport.

Exercice 12

1. Les solutions constantes vérifient y? = 0 et sin(z) = 0. Donc (z,y) € {(kx,0),k € Z}

2. (a) ¢:tr> ¢(t) est constante si et seulement si sa dérivée est nulle.
C’est a dire :
ov ov

S) =0 & D), y) x (1) + O ((0)y(0) <o/ (1) = 0
ov ov Y
& oo(@(t),y() x y* + 3y (@) y(#)) x sin(z) =0
3
(b) Pour V(z,y) = cos(x) + %, on a g‘g(x,y) = —sin(x) et ?;;(:U,y) =92

Ainsi gv(a:(t), y(t)) xy?+ gv(x(t), y(t)) x sin(z) = —sin(z) x y? +52 x sin(x) = 0 donc V vérifie
L Y
la condition précédente.

(y(t)*

3. (a) D’apres la question précédente, on a t — cos(z(t)) + 3 constante.
t 3 3 _
D’ou Vt € R, cos(z(t)) + (y;) = cos(z(0)) + (y(30) =1+ ?6 =-1

(b) On obtient y = —{/3(1 4 cos(x))

5
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