TD03 — Trigonométrie

TD03 — Correction

Exercice 1:

(_1)19—{-173
2. a = — mod 27 car
1 - _
cos(a) = _\ﬁ . cos(a) = — coi<4> . cos(a) = cos <7r —;1)
sin(a) = \gﬁ sin(ar) = sin (Z) sin(a) = sin <7r - Z)

5
De la méme fagon 8 = g mod 27, v =7 mod 27 et, en utilisant la formule de duplication du sinus,

V2 T
COS(25) — \gi COS(25) = —2 COS(25) = coSs (Z)
™

sin(49) = ~1 in(26) =~ sin(25) = —sin (7)

cos(29) = cos (—Z)
sin(26) = sin (—%)
= 20 = —% mod 27

—

<— 527% mod 7

Exercice 2: Pour chaque équation, on notera S I’ensemble des solutions.

1. Soit z € R,
3
2008<2m+g)—\/§®cos(2x+g>—{@cos(%’—i—g)—cos(g)
2x+g:%+2kﬂ,k€Zou
T2t T =T ok, ke
T+ - =—— T
3 6 ’
2% = — 2 4 2%kn, ke Zou
6
At 3
2x:—€+2k7r,k€Z
" x:f%qum,kEZou
3T
=——+km ke’
T 12+ T, k€
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TD03 — Trigonométrie

T
doncS—{—u—l-kﬂ

keZ}U{—ZJrknr

keZ}

4
2.8:®car—§<—1

3. Soitz e R :
2
2sin(5z) = —V/2 < sin(5z) = —\2[
& sin(bx) = —sin (%)
& sin(bx) = sin (—%)
52 =~ 4+ %kn, ke Z
4
= T
ou5x:7r+z+2k‘7r7k€Z
:L“:—lJr%i,k:GZ
o 20 )
) —z—|—2k77r kel
uz =7 =
L’ensemble des solutions est donc S = {—27; + 21{:?777 ke Z} U {Z + %TW, ke Z}
. T T T T
4. Soit x € R\ {Z+k:§|k:€Z}, tan(2z) = 1 & tan(2x) = tan (Z) & 2z = 1 +EkmkecZ & x
v i T T s T T T
Tkl kez D Tkl ke A —R{— il Z}.
8+k2k:€ onc S {84-]{32‘]66 }carVk‘E 8+k26 \ 4+k‘2|k‘6

. T T
5. SmtxeR\{ngkg]keZ}, ) ) )
tan(3z) = —V3 < tan(3z) = —tan (g) & tan(3x) = tan (—g) & 3r = —3 +km kel & x

T
9
6. Soit x € R :

+k§,keZ. DoncS—{—g—i—kg,

keZ}

Te =6+ 2kn, ke Z

sin(7z) = sin (6) <
ouTr=m—6+2km, ke€Z

2
x:§+ﬁ, keZ
o 7 7
T—6 2krw
our= +—, keZ

7

L’ensemble des solutions est donc S = {(; + 21{%, ke Z} U {W ; 6 + 2]{%, ke Z}

7. Soit x € R :
Sm@@20%<?>¢nm®@:mm<;—2v

3m 107
& sin(br) =sin | — — ——
sin(5x) sm(6 6)
7
< sin(bx) = sin <—g>
5x:—7—7r—|—2k7r,k€Z
P 6
T
ou5x:7r—|—g+2kﬂ',kEZ
x:fﬁJr%—ﬂ,kGZ
o 30 5
137T+2k‘7'( ke
our=——+—
30 5’

L’ensemble des solutions est donc S = {—Zg + %Tﬂ, ke Z} U {1;)(? + 21{:7777 ke Z}
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TD03 — Trigonométrie

8. Le principe est le méme que pour la question 1. Soit = € R,

2
- x+£:4m+2k7r,k€Zou
cos (x—i— 3) = cos(4z) & 2?;
x+?:—4m+2k7r, keZ

2
—3£U:—§—|—2]€7T, k € Z ou

< 27
5x:—?+2k7r, kel
2 2k
x:—ﬂ i,keZou
o 9 3
27T+2k71' ke
r=—-——+—
15 5’

: 2km . . . .
Remarque on aurait di trouver 5 pour la premiere ligne mais comme k € Z, on retrouve bien les

2 2kmw
D =< —+—1|kecZ ——+ — |k eZ
onc S {9+ 3 € }U{ 15+ 5 € }

9. On commence par résoudre I’équation du second degré 222 + 3z +1 = 0 (on fait le changement
de variable x = cos(f)). On trouve deux racines réelles distinctes : —1 et —%. Donc 8 est solution de

meémes solutions.
27 2kmw

I'équation initiale si et seulement si cos(#) = —1 = cos(m) ou cos(d) = —3 = —cos (g) = cos <7T - E).

3
On trouve que
keZ}

8:{(2k}+1)ﬂ‘k}€Z}U{—2;+2k‘7T

9
kez}u{;mm

Exercice 3: Pour chaque équation, on notera S I’ensemble des solutions.

1. On réduit 'expression v/3 cos(z) + sin(z) en un cosinus. On trouve que

Vicoss) - sinte) =200 (- )

keZ}

5%
kEZ}U{H—FZkW

keZ}

5. En utilisant la formule de duplication du sinus, on trouve que ’équation est équivalente & cos(z)(1 —
2sin(z)?) = 0. On trouve que 'ensemble de solutions est

s ™
kel —+ks|keZ
RIS

6. On utilise la formule de duplication du cosinus. L’équation est équivalente a cos(z)(2cos(z)+ 1) = 0.
L’ensemble de solutions est
keZ}

L’ensemble des solutions de I'équation est

S:{g-f-Qkﬂ'

keZ}U{—ngle

2. On a cos(z) + sin(z) = V2 cos (:1: — %) Donc § = {17; + 2km

keZ}

4. On a cos(2z) — V3 sin(2r) = 2cos (22 + %) Donc S = 7Z U {_; + kr

keZ}

3. En utilisant ’égalité en 2) : S = 27Z U {;T + 2k

S—{;T—i-lmr

S:{g+k7r

kEZ}U{Qg—F%W

kEZ}U{Zl‘;—i-%W

Exercice 4:
Il faut toujours faire un schéma pour résoudre les inéquations.
Pour chaque inéquation, on notera S ’ensemble des solutions.
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TD03 — Trigonométrie

1. (a) Résoudre sur [—m, [ I'inéquation , sin(z) < —5
Dessin
Soit x € [—m, 7|,

sin(z) < 1 = =z 6]—% —W[.
2 6’ 6
(b) La résoudre ensuite sur R.

Pour obtenir les solutions sur R, il suffit de reprendre le probleme avec les modulos.
Soit z € R,

1
sin(z) < —= <= z € U}—Eﬁr+2k7r,—7r+2k7r[.
2 vl 6 6

o
Conclusion : § = — — + 2k7 2km
kLEJZ] o+ 2km, — =+ [
2. (a) Résoudre pour 2z € [—m, 7| 'inéquation , cos(2z) > 0.
Dessin
Soit 2z € [—m, 7|,

cos(2z) > 0 <— QmG]—g,g[
— ze]-37|

re |t

4’ 4

(b) La résoudre ensuite sur R.
Pour obtenir les solutions sur R, il suffit de reprendre le probleme avec les modulos.
Soit z € R,

cos(2z) >0 <= 2z € U}—g—l—anr,gjLka[

kEZ
& x € U}—Z+k7r —i—k‘w[
kEZ
. T 7r
Conclusion : § = U ] 1 + km, 1 + km [
kEZ
3. (a) Résoudre pour x € [—g g{ inéquation , 1 < tan(z) < v/3.

Dessin

Soit x € [—E E[
27217

T T . . T
1 < tan(z) < V3 <= z ¢ } g g} tangente est strictement croissante sur} 35 {

(b) La résoudre ensuite sur R.

Pour obtenir les solutions sur R, il suffit de reprendre le probleme avec les modulos.
Soit z € R,

1 < tan(z) < \f<:>x6U] + km, - —i—lm]
keZ

Conclusion : § = U ] + k7r, + lm}
kEZ
4. Soit r € R,
sin?(x) + 3cos(x) — 1 = 1 — cos?(z) + 3cos(z) — 1
= cos(z)(3 — cos(x))
L’équation devient cos(x)(3 — cos(z)) < 0.
Or comme Vz € R,3 — cos(z) > 0. L’équation est équivalente a cos(z) < 0.

Conclusion : § = U] + 2k, 3 — + 2km
keZ
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TD03 — Trigonométrie

5. On commence par transformer la somme des cosinus et sinus.
Soit x € R,

V3 cos(z) + sin(x) = 2 <\£§ cos(x) + ;sin(x)>
=2 <cos (%) cos(x) + sin (%) sin(x))

= 2cos (:c— %)

s 1
L’équation est équivalente a cos (a: - 6> < ok

(a) Résoudre pour x — % € [0, 2x[ I'inéquation , cos (m - —) <
Dessin
Soit z — % e [0, 27,

(b) La résoudre ensuite sur R.
Pour obtenir les solutions sur R, il suffit de reprendre le probleme avec les modulos.
Soit z € R,
1 s 17w

us 1
coa(m—g> <§ = xekez]2+2kw,6+2lm[

. m 117
Conclusion : § = U ] 5 + 2k, 5 + 2k‘7r[
keZ
6. En raisonnant comme la précédente inéquation et en faisant attention que le 2z donne des modulos 7
et pas 2w, on trouve :

S = }ﬂﬂ—kﬂr,m—f—kw[.
keZ

Exercice 5: Comme z € R\ 7Z, on a 1 + cos(z) # 0, sin(z) # 0 et tan( > est bien défini car

N8

x
B # T mod 7. Pour la premiere égalité on utilise la formule fondamentale : cos?(z) + sin?(z) = 1. Donc

sin?(z) = 1 — cos®(x) = (1 — cos(z)) (1 + cos(z)). D’oit la premicre égalité. Pour la deuxieme égalité, on
e . . . . X X 2 (T

utilise les formules de duplication : sin(z) = 2sin (5) oS <§> et cos(z) = 2 cos (5) —1.

Exercice 6:

1. On utilise la formule de duplication cos(26) = 2cos(#)? — 1 avec 0 = g Comme cos <78T> > 0, on

s V2442
trouve que cos | — | = ——.
8 2
. ™ V32— \/§
2. On trouve que sin s) =9

Exercice 7:

1. SoithR\{g—l—k‘ﬂ, keZ}. On a

sin(z)?  cos(z)? + sin(z)? 1

an(z)? = = =
L+ tan(e)” =1+ cos(x)? cos(x)? cos(x)

2
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TD03 — Trigonométrie

Soit t € R\ {m+2km, k€ Z},on a

sin(#) = sin (2 y ;)

et

Exercice 8:
2

1. Si (a,b) € [0, Z[ ,onal0<at+b< % donc tan(a + b) existe ainsi que tan(a) et tan(b). On utilise

ensuite I’expression de la tangente en fonction du sinus et du cosinus et les formules d’addition du
sinus et du cosinus.

1 1 2
2. Posons a = arctan (2> et b = arctan <3> On a (a,b) € [0, % [ .
1
En effet, tan(a) = B donc tan(0) < tan(a) < tan % puis on utilise le fait que la fonction tangente

. . T -
est strictement croissante sur [0, 1 { (de méme pour b).

En utilisant la question 1., on trouve que tan(a + b) = 1 = tan (Z) Donc arctan(tan(a + b)) =

arctan (tan (%)) Mais on n’oublie pas que arctan(tan(x)) = x seulement si x € 72r g{ Il faut
2
donc prouver que a + b € ]—g, g[ mais a + b € [O, ;T[ (car (a,b) € [O, Z} ) et Z € [0, 5 [ D’ou le

résultat.
Exercice 9:

T
1. On se souvient que toutes les images de arcsin et arctan doivent étre dans {—5, 5}, I'intervalle étant
T
ouvert pour arctan. sin(arcsin(3)) = 3, arcsin(sin(r)) = 0, arcsin(sin(1Z")) = arcsin(cos(%)) = o

37
arcsin(sin(10)) = 37 — 10 et arctan(— tan(427)) = %

2. On utilise la formule de duplication du sinus et on trouve que sin(2arcsin(z)) = 2zv1 — 22 (o

n a
cos(arcsin(z)) = /1 — 22 car arcsin(z) € [—g, g} ). Montrons que pour = € [—1, 1], cos(arcsin(z)) =
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TD03 — Trigonométrie

V1—2a2 Soit z € [-1,1],

cos?(arcsin(z)) 4 sin?(arcsin(x)) = 1 < cos?(arcsin(z)) + 22 = 1 < cos?(arcsin(z)) = 1 — =

donc |cos(arcsin(z))| = V1 — 22. Or arcsin(x) € [—g 5
V1—zx2

Exercice 10:

, E} , donc cos(arcsin(z)) > 0. Donc cos(arcsin(x))

1. Cette question est théorique, mais la méthode est la méme. On factorise par v/ B2 + C2. et on utilise

la formule du cosinus d’une somme. B c
Soit t € Ry, u(t) = BQ+C’2<7 —i—isinwt).
bult) =V e g ()

B 2 C 2
Comme (7) —|—(7> =1, il existe un angle ® € |0 ; 27| tel que cos(P) =
—BQ—FCC% =rron g [0 27] tel q (@)

et Sln(@) = —W

cos(wt)

On obtient
u(t) = \/W( cos(®P) cos(wt) — sin(P) Sin(mf))
= \/mcos(wt + )
On pose A = \/m
2. La fonction u est périodique de période % En effet, soit k € Z,

2
cos(w(t + k—w) + @) = cos(wt + 2km + ®) = cos(wt + P).
w

2
3. La période est T = T et la fréquence est f = 21
w T

4.

cos(2wt + ®) + 1 9

dt linéarisation de cos

2 P 1
cos(2wt + )+fdt
2 2

27
A% [sin(2wt + @) n tlw
27 4w 2

A2u

0

2w
A2
T2
5. Les données de ’énoncé permettent d’obtenir le systéme suivant,

w

A— = 220
5 =
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TD03 — Trigonométrie

On obtient
w = 1007
A = V110
Exercice 11:
1. HH' = tan(ay)AH' et HH' = sin(aw,)AH.
2. (a) La hauteur issue de C divise le triangle ABC en deux triangles rectangles. Notons h cette hauteur.
h h
sin(a) = 3 et sin(f) = -
D’ou
h=bsina =asinf
et donc :

a b

sina sing’
En faisant de méme avec la hauteur issue de A on obtient :

b ¢
sin  siny’

(b) Comme v =m — (a + ), d’apres la régle des sinus on trouve,

~ sin(a) _ sin(B)
~Csinfa+5) T il + )

3. On applique le résultat précédent dans le triangle ABH. (Attention : 5 = 7 — (3,. On obtient

AH = Ap_SmB)

sin(By — ay)

Et par conséquent, on a

HH' = sin(a,)AH = ABM

sin(B, — ay) .
Exercice 12:
1. from math import cos
def ProcheZero(eps,theta):
n=0
while cos(theta)**n<-eps or eps<cos(theta)**n:
n=n+1
return n

2. Soit x € R. Alors :

162° — 2023 + 52 =0 <= 2(162* —2022 +5) =0 <= 2z =0ou 162* — 2022 +5=0

Or:
1624 — 2022 +5=0 <= 1642 — 20y +5 =0 (en posant y = z?)
5—+/5 5 5
= y= fouy: +8\f
s 5—v6 5, 54456
< I = ouxr —
8 8
5—+/5 5—/5 5++5 5+5
< Tr=— ou xr = ouxr =— ouxr =
8 8 8 8
Finalement,
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TD03 — Trigonométrie

I’ensemble des solutions de (x) est < 0, —\/5 _8\/5’ \/5 _8\/5’ —\/5 +8\/5’ \/5 +8\/5

3. (a) D’apres la relation obtenue & la question 1.(b), on a :

% T
16a° — 2002 + ba = 008(12) = CoSs <§) =0

donc |« est solution de I'équation (x)|.

(b) Comme 110 € [0, Z] on a cos (17:)) |:COS (%) ,COS(O):| car la fonction cosinus est décroissante

3 5
sur l'intervalle [0, 7], c’est-a -dire cos (17r0) € [\5, 1] . Comme V5 > 2, on a \[ 2\\[[

3
- puisque v2 > 1. Or cos (%) est solution de (x) donc on peut conclure que :

(7r) 545
cos .
10 8

(c) Pour déterminer sin( 10) On utilise que pour tout # € R, cos?(6) + sin®(h) = 1.

Donc en utilisant la strict croissance de la fonction racine sur Ry, on obtient | sin(f)| = /1 — cos?(6).

D’ott sin(l%) =4/1- COSQ(%) ou sin(%) =—/1— cosZ(%)
) ) 3 )
Comme sin(llo) > 0, on trouve sin(%) =,/1— cosz(llo) = \/1 — +8\[ = \/ +8\['

(d) En utilisant la formule de duplication du cosinus on trouve
1)7 25+\/571_1+\/5
10 B 4
Utilisons maintenant la formule de duplication du sinus

sin(i) :sin(Zl) —2cos(10)sm(10) —2\/5_‘_\[\/3—1—[ 1\/5—!—\[\/3—{—[

cos(g) = cos(Z%) = 2 cos?(

) 10
(e) On obtient T_am_ T
2 5 10
2 2 2 2
Or sin(g — %) = cos( ;T) et sm(g g) = (;OS(%T)7
2
Do cos(2) = sin( ) = 1/ 25V et gin( ) = cos(T) = [2EY2
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