TD09 — Primitives

TD09 — Correction

Exercice 1:
1. Les primitives sur R} sont a — 2a® — In(a) — % + %(5@)% +CouC eR.

On pense que a% =a~" et que pour a € R}, v/5a = (5a)%.

Enfin on peut remarquer que la forme des primitives trouvée peut étre réécrite qui donne une primitive
sur Rt :

a— %aﬁ —1In(a) — # + %5&\/@—1— C ou C € R, la fonction a — 5av/5a étant dérivable en 0.

Toute simplification faite : a — 2a% — In(a) — 55 + 2av/ba+ C ot C € R

2. Les primitives sur R} sont x % + w - {;88 +CouC eR.
Ce qui apres simplification donne x — 82% +xIn(3z) —x + 8% +CouC eR.

On n’oublie pas que 1—19 = 279. Pour déterminer une primitive de z — In(3x) on s’est servi de la

primitive que I'on connait de x — In(z). Appelons la g : © — x In(z). Donc une primitive de z — In(3z)
9(3z)

est x — =5

Une autre maniére de procéder afin de gérer ce coefficient 3 est de remarquer que pour tout z € R,
In(3z) = In(3) + In(z). Une primitive de x — In(3x) est donc x +— In(3)z + xIn(z) — x qui est égale a
la primitive que nous avons trouvée.

4\é37c +

o 8 5 . . o
3. Les primitives sur R} sont z +— — 51+ %x? 4+ C ou C € R. Ce qui peut se réécrire :

43 8
ws —EE 28 22 p O

In(|z24cos(2z)+2|)
2

4. Les primitives sur R sont x +— + C ou C € R. Remarquons que pour tout z € R,

2
22 +cos(2z) +2 > 1 donc on peut rééerire notre primitive : z w +C ou C € R et cette
fonction est bien dérivable sur R (puisque que la fonction logarithme est dérivable sur R}).

5. 1l faut savoir que la dérivée de tan est x +— Wl(x) Soit = € ]—g, 3 [, remarquons que :

4 -4
————— =4X ta
cos?(x) tan?(x) cos?(x) (tan(z)
4(tan(w)) -
Donc les primitives sur ]—g, g[ sont x — ————5—— + (', ou écrit autrement :
r—-——a 1 C.
3(tan(x))

6. Les primitives sur R sont u — —2¢%®) 4+ C ot C € R.

21 —"Tz  sin(3z)
7 * 3

8. En écrivant 'expression sous la forme 2t(1+t2)~3, on trouve que les primitives sur R sont les fonctions

1
7. Les primitives sur ] — o0, - [ sont © — — +CoulC eR.

Fdelaforme () = LX) " Lol =L L ogicer
e la forme =7 = ol .
-2 2(1+t2)?
-1
9. Les primitives sur ]—oo, —g[ sont u — m 4+ C ou C € R et les primitives sur ] —%, +oo[ sont
— 4+ C'on ' eR
U 1(2u+5)?2 +C oul’ €

Exercice 2:

1. Par somme, f est une fonction continue sur R*. Donc f admet des primitive sur | — oo, 0[ et sur ]0, +o0[.
Les primitives de f sur ] — oo, 0[ sont les fonctions z +— t2? + 2% — 2z + In(—2) + C ot C € R et les
primitives de f sur |0, +oo[ sont les fonctions z — 1z* + 2% — 2z + In(z) + C’ ott €’ € R. On cherche
la primitive F' qui s’annule en a = 1, c’est a dire telle que F'(1) = 0.

Sur ]0, +00[ (1 €]0, +o0]), on a vu que les primitives étaient de la forme z — %x‘l +22— %x%—ln(x) +C’
ou C’" € R. Il faut donc prendre C' = —1. La primitive de f sur ]0, 400 qui s’annule en 1 est la fonction

F définie par Vz €]0, +oo[, F(z) = 2% + 2% — 1z 4+ In(z) — 1.
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TD09 — Primitives

Remarque : si I'on parle de primitives de f sur R* s’annulant en 1, il en existe une infinité et elles
sont de la forme :

1 1

Z$4+w2—1m+ln(m)—lsia¢>0
x 1

Zm4+x2—ix+ln(w)+(3’six<0

avec C € R.

2. La fonction g est continue sur R comme quotient de fonctions continues (la fonction z — 22 + 3 est

continue sur R & valeurs dans R* ot la fonction racine carrée est continue). On sait alors que g admet
!/

u
N

des primitives sur R. On reconnait ici une expression du type . Plus exactement, on a

€T - 2x
Va2+3 222 +3

On sait que que les primitives de g sur R sont les fonctions G de la forme G(z) = V22 +3 4+ C on
C € R. On cherche la primitive G de g s’annulant en 1. Il s’agit donc de trouver la constante C' telle
que G(1) = 0. On trouve que C' = —2. La primitive cherchée est donc G : © — Va? 4+ 3 — 2.

3. h est une fonction définie et continue sur R. Donc elle admet des primitives sur R. On reconnait la
forme u'e™. Les primitives de  sur R sont de les fonctions H de la forme H(t) = ' + C, on C € R.
Pour trouver la primitive de h qui s’annule en —1, on prend C' = —e. La primitive de h qui s’annule
en —1 est la fonction ¢ — et” — e

4. La primitive de k qui s’annule en 7 est la fonction 6 — 3 sin(26).

Exercice 3: 1 9
T T
f(z)

T 1422 21+a?
La fonction f est continue sur R (quotient de fonction continue sur R dont le dénominateur ne s’annule
pas.) Donc f admet des primitives sur R.
Les primitives de la fonction f sont les fonctions de la forme : F(z) = In(1 + 22?) + C avec C € R
6330 1 363x
90@) = T = 31y o
La fonction g est continue sur R (quotient de fonction continue sur R dont le dénominateur ne s’annule
pas.) Donc g admet des primitives sur R.
Les primitives de la fonction g sont les fonctions de la forme : G(z) = % In(1 + €37) avec C € R
h(z) = 1“733 _ %ln(az)
La fonction h est continue sur R (quotient de fonction continue sur R* dont le dénominateur ne s’annule
pas.) Donc h admet des primitives sur R.
Les primitives de la fonction h sont les fonctions de la forme : H(z) = L 1n(x)? + C avec C € R

2
1
k(z) = cos(x) sin®(z) = 53 cos(z) sin?(z)
La fonction k est continue sur R (quotient de fonction continue sur R dont le dénominateur ne s’annule

pas.) Donc k admet des primitives sur R.

Les primitives de la fonction & sont les fonctions de la forme : K(z)
1
. -
l = = x
() zlnz  In(x)
La fonction [ est continue sur ]0; 1] et sur |1; +oo[ (quotient de fonction continue sur |0; 1] et sur |1; +o0[
dont le dénominateur ne s’annule pas.) Donc | admet des primitives sur ]0; 1] et sur ]1; +o0].

Les primitives de la fonction [ sont les fonctions de la forme : L(z) = In(In(x)) + C avec C' € R

3

m(z) =3z 1+ 2?2 = 52:6(1 + z2)1/2

La fonction m est continue sur R (quotient de fonction continue sur R dont le dénominateur ne s’annule
pas.) Donc m admet des primitives sur R.

Les primitives de la fonction m sont les fonctions de la forme : M(z) = (1 + 22)3/2 + C avec C € R.
Exercice 4:

1. f(z) = (3z — 1)(32% — 2z + 3)3 = $4(6z — 2)(32” — 22 + 3)3

Les primitives sont les fonctions de la forme : F(z) = $(3z% — 22 + 3)* + C

1

= 3 sin(z)® avec C € R
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TD09 — Primitives

2. f(&) = Grigty = $(—2(32% = 3)(2® — 3z + 1))
Les primitives sont les fonctions de la forme : F(z) = $(2® —= 32+ 1) 2+ C

3. flz) = ==

z(x—2)
Les primitives sont les fonctions de la forme F(z) = /z(x —2) + C

1
4. f( ): zln(m2) - %ﬁ
Les primitives sont les fonctions de la forme F(z) = $2(In(z)) + C

Exercice 5:

fo (1-— cos(3x)) dz = [z — sin(3z)];
fo zsin(z?) dz = [F cos(z? )]f
J7 Y5 da = [3(0n(a))*2)} = 3(0n(@)%?

Exercice 6:

1. I=1In <3>
8

2. J=2In(2) —In(3)

jus
3

— Owly

sin(z)

cos(x)

3. On utilise le fait que tan(z) =
In(z)2]¢ 1
4. L = S
{ 2 ]1 2

Exercice 7:

3
et on trouve que K = —1In <\2[>

1. On pose pour tout z € [0 ; 2],

u() =z  v(z)= §sin(3z) .
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0 ; 27] donc pour tout x € [0 ; 27,
W(x)=1  '(x) =cos(3x) .

On peut donc effectuer une intégration par partie.

T . 27 2y
I= [g sm(3$)]0 —/0 §s1n(3x)dx =0.

2. On pose pour tout ¢t € [0 ; 2],

ut)=t o(t)= 2712

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0 ; 2] et pour tout t € [0 ; 2],

t

u'(t)=1 (t)=e2"?.
On peut donc effectuer une intégration par partie.

2 2
J = [2te§+2}0—/ 2520t = de® — 4¢3 44 = 4
0

3. On pose pour tout z € [0 ; F],

u(z)=2x+4  v(z)=—3cos(2z—1) .
Les fonctions u et v sont de classe C* sur [0 ; %] et pour tout z € [0 ; %],
u(t)=2  (t) =sin(2z) .
On peut donc effectuer une intégration par partie.

2r +4 ER S
K = _2z+d) cos(2x)] - /2 —cos(2x)dx = g +4
0

0
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4. On pose pour tout x € [—1 ; 2],

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [~1 ; 2] et pour tout = € [-1 ; 2],
() =2t  v(z) =2el .

On peut donc effectuer une intégration par partie.

2 2
L= [thtQ] 1—/ 2tet2dt:4e4—e —ette =3et
- -1

Exercice 8:

1.

Faire deux intégrations par parties : avec le choix u(z) = sin(x) et v'(x) = e3* au début, on trouve
que I =e3™ +1—97 et donc I = 637;3_1.
. On fait deux intégrations par parties en dérivant & chaque fois le polynéme. On trouve J =1 — 562_2.
. Apres deux intégratiogs par parties (en intégrant l’exponentielle), on trouve que K = —1 + 26£ —4K
et donc K = _1%261.

Exercice 9:

1.

Cette fonction est continue sur R donc elle admet des primitives sur R%. On peut calculer, par
exemple,

F(x) = / (2t + 1) In(¢)dt pour tout x € R’}
1

Il s’agit de la primitive de f sur R’ s’annulant en 1. On procede par intégration par parties (en posant

u/(t) = 2t + 1 et v(t) = In(t) ; ne pas oublier la rédaction et dire que les fonctions sont de classe C* sur
2

un certain intervalle). On trouve que F(z) = (22 + z)In(z) — % —x+ 5 et donc les primitives de f

sur R sont les fonctions de la forme

2
m'—>(x2+x)ln(a:)—%—x+0 onC eR

. La fonction admet des primitives sur ] - g, g [ car elle est continue sur cet intervalle. On calcule par
exemple
F(J:):/Ogccosfe)QdG pourtoutxe]g,g[
a laide d’une intégration par parties. Avec le choix u(f) = 6 et v'(0) = (:0;6)2’ on trouve que
F(z) = xtan(z) + In(cos(z)) et donc les primitives de la fonction sur } - g, ;T[ sont de la forme

x — ztan(z) + In(cos(z)) + C ou C € R.

On cherche les primitives de la fonction sur R (la fonction étant continue sur R, elle admet des
x

primitives sur R). Pour tout = € R, on calcule F(z) = / t? cos(3t)dt a Daide de deux intégrations
0

par parties (en dérivant le polynéme). On trouve que les primitives sont de la forme

2sin(3 2 3 2sin(3
3:b—>xSH§( x)+ mC098< x) Slgéx)—i—c oun C eR
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4. La fonction est continue sur R donc elle admet des primitives sur R . Pour tout z € R, on peut
x
calculer F(z) = / sin(In(t))dt¢ (primitive s’annulant en 1). On a besoin de deux intégrations par
1

parties. Pour la premiere, on pose u/(t) = 1 et v(¢t) = sin(In(¢)). On aboutit apres les deux intégrations
par parties & F(x) = xsin(In(x)) — zcos(In(x)) — F(z). On isole ensuite F(x) et on trouve que les
primitives de z —— sin(In(z)) sur R sont les fonctions de la forme

. z(sin(In(x)) — cos(In(x)))

5 +C

ou C € R.
Exercice 10:

1. (a) Soit x € R\ {1;2}. On commence par réduire au méme dénominateur :

¢ b (a+br—2a—b (a+0b)r—2a—0b
r—1 -2 (z—-1)(@x-2)  22-3x+2
. : . . s, (a+b)x—2a—-0 1
On procede alors par identification : on ne peut avoir 1’égalité P 3542 = 7 3, o
b =
que sia+b = 0et —2a—b = 1. On est alors ramené a la résolution du systeme { _C;a t b (1)
dont la résolution conduit & a = —1 et b = 1. Finalement,
1 -1 1

x2—3x+2:x—1+x—2

(b) On utilise la décomposition précédente pour calculer l'intégrale proposée. On trouve que K =
21n(3) — 31n(2).
2. (a) En procédant par identification, on trouve que a = b = 1.

1
(b) En utilisant la décomposition précédente, on obtient I = 5 In(2).

Exercice 11:

Notons I I'intégrale & calculer. On commence par étudier le signe de |22 — x| suivant les valeurs de x :
I’expression sous la valeur absolue est positive sur |-00, 0] U [1, +oo et négative sur [0, 1]. D’apres la relation
de Chasles,on a donc

0 1 2
I:/ |x2+:1:|d:1:+/ \3x—x2|dm+/ |2? + x| d
1 0 1

2

On étudie ensuite le signe de z2 4 x et 3z — 22 sur les intervalles d’intégration précédents pour calculer les

s . e 31
trois intégrales ci-dessus. On trouve que l'intégrale vaut —.

Exercice 12:

1. Le nombre d’individu apres une heure est

W(l) = /01 10%e%dt +10% = 10% x (e%! — 1) +10% = 10% x ™!
2. Le nombre d’individu apres une heure est

W(2) = /02 10%e%1dt +10% = 103 x (%2 — 1) + 10° = 10% x 02

Exercice 13:

1. Le volume d’air au bout de 2,5 secondes est
2,5 2,5
1 27t 5 2t | @ 10
V(2,5) :/ gin 2t = |:—COS7T:| = .
0

Le volume d’air au bout de 5 secondes est

5 5
V(b) = / 1 sin @dt = [—5 cos M] =0.
0 2 5
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2. Comme d est continue sur R V est définie sur R.

5 ont]1T 5 5 27T
T 5

VI'eR, V(T)= [—cos

0 T m 5

V' est une fonction périodique sur R de période 5. On peut donc étudier V sur un intervalle de longueur
5. Prenons l'intervalle [0 ; 5]. La dérivée de V' est

VT € R, V'(T) = d(t).

L’étude du signe de V' sur [0 ; 5] nous donne que V est croissante sur [0 ; 2,5] et décroissante sur

2,5

;5.

3. La fonction V est 5 périodique. On retrouve le caractere cyclique de l'acte de respirer ainsi que la
durée du cycle. Le modele ne contredit pas les observations.

Exercice 14:
On rappelle que pour tout entier naturel n, on a

e 37¢€ 3_1
1. OnaIO:/ 2?2 dz = [3273] d’ou Ioze .
1

= e:c2nx"a:
1= [ a*n@)"a

Partie A : premiers calculs

1 3

(S}
2.0nal; = / 22In(x) dz. On calcule cette intégrale & 'aide d’une intégration par parties. Posons
1

3

1
u'(z) = 22 et v(z) = In(z). On a alors u(z) = % et v'(r) = —. Les fonctions u et v sont de classe C!
x

sur I’

d’ou

intervalle [1,e] donc on peut intégrer par parties sur cet intervalle et on a :

1 A O A P
3 |, L 3w 3 )i 3 3 19,

Partie B : convergence de la suite (I,,),en

1. Soit n € N.

(a)

Pour tout x € [1,e], on a In(z) > 0 (car la fonction In est croissante sur RY et In(1) = 0).
Donc In(z)™ > 0 et comme = > 0 (car # > 1), on a 2?In(x)" > 0. Comme e > 1 (les bornes
e

d’intégrations sont dans le bon sens), on a par positivité de l'intégrale 2?In(z)" dz > 0,
1
c’est-a-dire .

Soit € [1,e]. On a In(z)"™! — In(z)" = In(z)"(In(z) — 1). Or on a déja vu que In(x)" > 0
et In(z) < In(e) (car z < e et car la fonction In est croissante sur lintervalle [1,e]), c’est-

In(z)" ™ < In(z)"™ |

)

a-dire In(z) < 1, soit encore In(z) — 1 < 0. On a donc In(z)"™! — In(z)” < 0, cest-a-dire
)
[

Pour tout = € [l,e], on a x?In(z)"*! < 22In(x)" d’aprés l'inégalité précédemment obtenue
e

et car 2 > 0. Par croissance de l'intégrale, on a donc (comme 1 < e) / 2?In(z)"*t dz <
1

(S
2 n ) N . . 7 .
x? In(z)"dz, c’est-a-dire| I,,+1 < I, | On en conclut donc que |la suite (I,)nen est décroissante.
[ mioras, e (e

2. On sait que la suite (I,)nen est décroissante et d’apres la question 1., elle est minorée par 0. D’apres

le théoréme de la limite monotone, |1a suite (I, )nen est convergente |
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Partie C : recherche de la limite de (I,),en

1. (a) La fonction f est dérivable sur l'intervalle [1, e] comme différence de fonctions qui le sont et pour

1 1 e—-=x
tout z € [l,e],ona f'(z)=—-— = = > 0 car x € [1,e]. On en conclut que la fonction f
e ex

est croissante sur l'intervalle [1,e].

x 1 e
0
f /
1
x
(b) D’apres le tableau de variation de f, pour tout = € [1,e], on a f(z) < 0, c’est-a-dire In(z) — — < 0,
e
soit encore |0 < In(z) < Z 1 car on sait que z > 1 donc In(x) > 0.
e

x
2. Soit n € N. On a déja établi dans la partie précédente que I,, > 0. Soit = € [1,e]. On sait que In(z) < —
e
xn
donc, en élevant a la puissance n, il vient In(z)" < —- puis, en multipliant par 22 > 0, on obtient
xn+2 ¢
2?In(z)" <

. Par croissance de 'intégrale, on a

e e xn+2 e xn+2
/ 22 In(z)" do < / dr soit I, < / dz
1 1 1

e’I’L

en en
Or
e xn+2 4 xn—l—?) e en+3 -1 e3 —_e M
/1 en 0T [(n+3)e”]1 T (n+3)e" n+3
ed —em
Finalement, on a bien |0 < [, < ——
n+3

3.0na lim e =0donc lim (e®—e™")=e3 Commedeplus lim (n+3)= +oo, on conclut que

n——+0oo n—+oo n—+0oo
ed—e™"

lim ———— = 0| D’apres le théoreme des gendarmes,
n—+oo N+ 3

|la suite (Ip,)nen est convergente de limite O|

Partie D : vitesse de convergence de (I,,),en

e 3
1. Soit n € N. On a I,41 = 22 In(x)" "t dz. Posons u'(z) = 22 et v(x) = In(z)"*L. Alors u(z) =

3
ot () — (1D IE)

intégrer par parties sur cet intervalle et on a

3 € e 2 n
L1 = [1;) ln(x)nﬂ} —/ (n+ Dz In(e) dx
1 1

. Les fonctions u et v sont de classe C! sur I'intervalle [1,e] donc on peut

3

. e n+1 L
d'ou | I,11 = 3" TIn (en sortant le n + 1 de I'intégrale).

. . , L, n+1 e3 n

2. On isole nl, dans la relation de récurrence précédente. On a 3 I, = 37 I,+1 donc §I” =
3
e I
3~ Iny1 — gn d’ot1, en multipliant par 3 : nl, = e3 — 31,41 — I,,. Or on sait d’aprés la partie
précédente que lim I, =0 donc on a aussi lim [I,11 =0dou| lim nl, = ed|.
n—-+0oo n—-+0oo n—+oo
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Exercice 15:

1.

2.

3.

La fonction f, est définie sur R qui est symétrique par rapport & 0 (pour tout t € R, on a —t € R).
De plus fo(—t) = —te=®I7t = —te=altl = — £, (¢). On en conclut donc que | fo est impaire |

* Supposons dans un premier temps que x > 0. Dans ce cas, pour tout ¢t € [0, z], on a f,(t) =

te~. Nous allons utiliser une intégration par parties en posant u'(t) = e~ et u(t) = —e ot
o)

ainsi que v(t) =t et v/(t) = 1. Les fonctions u et v étant bien de classe C! sur R, on obtient :

i R E i - 1"
/fa(t)dt: [eat] +/eat dt = /fa(t) dt = —ZeoT 4 [Qe“t]
« 0 ; « ; « [0 0
0

c’est-a -dire

X
- _ -1 _ 1
[ fotrae = Zreem g ey
0

* Supposons dans un second temps que z < 0. Dans ce cas, pour tout ¢t € [z,0], on a
fa(t) = te®t. Nous allons utiliser une intégration par parties en posant u/(t) = e™ et u(t) = —e®
a

ainsi que v(t) =t et v/(t) = 1. Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur R_ et on a

[ ¢ 1 i 11"
/fa(t) dt = [e“t} —/eat dt = /fa(t) dt = Zeow [Qe“t}
(6 0 (0% ; (6% o 0
0

0

c’est-a -dire

La primitive de la fonction f, s’annulant en 0 est la fonction F, définie sur R par
x
VR, Fa(z)= /fa(t) at
0

Or pour > 0, on a

|$| —az| 1 e*a‘ﬂ T _ox —1 —ax 1
—e +— - =—e Yt —e M+ —
a a? a? o a? a?
De plus pour z < 0, on a
|‘T| —alz| 1 el T oz 1 ax 1
—e +— - = —e"" + e+ —
o o? o2 o o? o?

Finalement, pour tout nombre réel x, nous obtenons

1 e_a|m|

2 2

Fy(z) = —m

(&% (87

— -1 1
. On cherche & calculer lim F,(z)= lim (xe_ax+2e_o‘z+2>. Or lim e ™ =0cara>0.
a o'

T—+400 T—>+00 o

De plus, Xlim XeX =0 par croissances comparées. On en déduit donc que
——00

T—+00

. 1
A Tl = 2
f 1
. Ona /fa(t) dt = Fo(7) — Fu(0) = Fu(x). Or d’aprés la question précédente, on a lim Fy(z) = —;.
Tr—+00 o
0

1
Par unicité de la limite, on a donc poi 1 soit puisque « > 0.
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