TD12 Applications

TD12 — Correction
Je m’échauffe avec les compétences de base ! I

Exercice 1:

e([0:2]) = [0,4

([~1:0]) = [0,1]
([~2:2]) = [0,4]
e([~1:3]) = [0,9]

Si a < b <0 alors c([a,b]) = [b?,a?]
Si 0 < a < balors c([a, b]) = [a?, b?]
Sia <0 < b alors ¢([a, b]) = [0, max(a?, b?)]

2. Dans chacun des cas suivants, réaliser le tableau de variations de la fonction étudiée puis déterminer
les images des ensembles demandés. On utilise a chaque fois la continuité de la fonction étudiée et le
théoreme des valeurs intermédiaires.

f(0;1]) = [1,2], £([0;2]) = [1,2], f([0;3]) = [1,5].
3. g([=11])) = [-2,2], ([0;2]) = [-2,2], g([1;3]) = [-2,2].
4. h(R\ {-1}) =R\ {1}.

Exercice 2:

o La fonction sin est croissante sur [—% g] et est continue sur cette intervalle (car elle est continue sur R).

Or SID —%) = —sin ( ) = —g et sin (g) = 1. Donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :
s ™ \/Q
sin sin(z); ——<z<—-p=|—-—,1
e La fonction tan est croissante sur [—%, 5 [ et est continue sur cette intervalle. Or tan (—%) = —tan =

I

gt

—1 et lim tan(x) = +oc0. Donc, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires : tan <

=7

{tan(:n); —Z <z< g} = [=1, +o0]

e La fonction cos est décroissante sur [%, F} et est continue sur cette intervalle (car elle est continue
sur R). Or cos (§) = \f et cos (5”) =cos(mr—F)=—cos (%)= f . Donc, d’apres le théoreme des

T o7 o7 V3 V2

valeurs intermédiaires : cos ([4 G ]) {cos(aj) 7= 5 } [ 5 5 ]

Exercice 3:
Pour montrer qu’une application f: E — F est injective on montre que :

Va,b e E, f(a) = f(b) = a=0.

On peut aussi se servir de la stricte monotonie de la fonction si la fonction est définie sur un intervalle de

R et a valeurs réelles.
Pour montrer qu’une application f : E — F n’est pas injective, on trouve :
a et b distincts dans E tels que f(a) = f(b).

1. f:{ R—>R2
T

f n’est pas injective car on a f(1) = f(—1)
R+ — R
2. g { o 22
Méthode 1 : La fonction g est strictement croissante sur RT donc elle est injective (puisque V(a,b) €
R, g(a) = g(b) & a = b, théoréme vu au chapitre 4).
Méthode 2 : Soient (a,b) € R? tels que g(a) = g(b),
Or
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gla) =g(b) & a®>="¥
s a?2-bv =0
< (a=b)(a+b)=0
< a=boua=—b (impossible car a et b sont tous les deux positifs)

Ainsi V(a,b) € R, g(a) = g(b) = a = b donc g est injective.

T 22 —3
Méthode 1 : La fonction h est strictement croissante sur R (fonction affine de coefficient directeur égal
a 2) donc elle est injective (puisque V(a,b) € R, h(a) = h(b) < a = b, théoreme vu au chapitre 4).
Méthode 2 : Soient (a,b) € R? tels que h(a) = h(b),
Or
h(a) =h(b) <& 2a—3=2b-3
& 2a=2b
& a=0b
Ainsi V(a,b) € R? h(a) = h(b) = a = b donc h est injective.
4] :{ R—-R
x — |z
J n’est pas injective car j(4) = j(—4).
J RL =R
{ z + In(2?) — In(3x)
Soient (a,b) € (R%)? tels que k(a) = k(b),

Or
k(a) = k(b) In(a?) — 1n(3a) In(b?) — In(3b)
& (%)b n(3)
S 3=3
car ’exponentielle est strictement croissante sur R
& a=b
Ainsi V(a,b) € (R )?, k(a) = k(b) = a = b donc k est injective.

J 10,5] = [0,1]
6. 1'{ :1:b—2> sin(x)

Soient (a,b) € [0, 5]? tels que I(a) = [(b),
Or
l(a) =1(b) & +/sin(a) = +/sin(b)
< sin(a) = sin(b)
car la fonction carrée est strictement croissante sur R
avec y/sin(a) € Ry et 1/sin(b) € Ry
< a=b27] oua=m—b27]
= a=bcar (a,b) € [0, ]
Ainsi V(a,b) € [0,%]% 1(a) = (b) = a = b donc [ est injective.
v m :{ [0, 7] = [0, 1]

x +— | cos(x)|

m n’est pas injective car (%) = I(3F)

{ 77
8. n:
T+ 2z

Soient (a,b) € Z? tels que n(a) = n(b),

Or

n(a) =n(b) < 2a=2b

& a=0b

Ainsi ¥(a,b) € Z?,n(a) = n(b) = a = b donc n est injective.
9 b R—Z
P2 |x]

p n’est pas injective car p(1) = p(1,2).
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Exercice 4:

Pour montrer que f : E' — F est surjective, on prend y € F et on résout ’équation f(z) = y.
Si cette équation admet au moins une solution dans F, alors f est surjective.
On peut aussi, si la fonction est définie sur une partie de R a valeurs réelles, dresser le tableau de variation,
déterminer f(FE) et vérifier que f(F) = F.

Pour montrer que f nest pas surjective, il suffit de trouver un élement de F' qui n’a pas d’antécédent
dans F.

1. f :{ R —>R2
T
f n’est pas surjective car —1 n’a pas d’antécédent par f dans R.
9 o R—R
"B 2o a4+ 622+92+5

Ici résoudre Iéquation g(x) = y n’est pas possible. Mais on doit seulement prouver (si g est surjec-

tive) que cette équation admet pour tout y € R au moins une solution. On a lirf g(x) = +o0 et
T—>+00

lim g(z) = —o0o (en factorisant par 22). Or g est continue sur R donc le théoréme des valeurs in-
T—>—00

termédiaires donne g(R) = R. Donc chaque élément de R admet au moins un antécédent par g. Donc
g est surjective.

On aurait aussi pu dresser le tableau de variation qui nous permettra de dire aussi si la fonction est
injective. La fonction g est un polynoéme et est donc dérivable sur R et pour tout z € R :

fl(z) =32* + 120+ 9 = 3(2* + 42 +3) = 3(x + 1)(z + 3)

La dérivée est un polyndéme du second degré dont les deux racines sont —1 et —3 et dont le coefficient
devant z? est égal & 3 > 0. Donc :

x —00 -3 -1 400
1! + 0 — 0 +
5 400

Notons que le tableau de variation nous permet donc de dire que g est (bien) surjective mais n’est par
contre pas injective puisque tous les réels appartenant [1,5] ont au moins 3 antécédents, en utilisant
le théoreme des valeurs intermédiaires (et en fait exactement 3 mais pour le prouver il faut faire appel
au théoreme de la bijection sur chacun des intervalles, la rédaction serait plus longue).

R—R
3. h :{ T+ 2x—3
Soit y € R.
hMz)=y & 20—-3=y
& =22 cR
(on vérifie qu’au moins une solution est dans ’ensemble de départ)
Ainsi Vy € R, 3z € R, h(x) = y donc h est surjective. On a méme prouvé ici que z était unique et donc
prouvé que h était bijective, sa fonction réciproque étant y — 3”7” définie de R dans R.
4. :{ R= Ry
x|z
Soit y € R

i@ =y © |al=y
& x=y€eRouxrx=-yeR
(on vérifie qu’au moins une solution est dans ’ensemble de départ)
Ainsi Vy € Ry, 3z € R, j(x) = y donc j est surjective.
On aurait pu remarquer directement que si y € RT alors y € R et |y| = y. Donc pour tout y € R il
existe z € R tel que j(x) =y (avec x = y notamment).
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T +— et

5. k:{ R =Ry

k n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent par k dans R.
6.1 :{ L—17
T 2z
I n’est pas surjective car 3 n’a pas d’antécédent par [ dans Z.
R—Z
7. m:
x|z
Soit y € Z.
m(z)=y & |z]=y
& z€fyy+1cR
(on vérifie qu’au moins une solution est dans ’ensemble de départ)
Ainsi Vy € Z,3x € R (il y en a en fait une infinité) tel que m(z) = y donc m est surjective.

La encore on aurait pu remarquer que : Z C R et que pour y € Z, |y| = y. Donc que tout y € Z admet
au moins un antécédent par m.
{ R — [-2,2]
8. p: .
x + cos(zx) + sin(x)

Soit y € [—2,2]. Résolvons sur R I"équation p(z) =y

Transformons l'expression cos(x) + sin(z) en r cos(x + 3).

Posons z=1+1= \/56’%

D’ou cos(z) + sin(x) = \/ﬁ(% cos(zx) + % sinz)

cos(z) + sin(z) = v2(cos(F) cos(z) + sin(Z) sin(z)) = V2 cos(z — F)

Finalement cos(x) + sin(z) =y < cos(z — §) = %

or % € [-v/2,/2] tandis qu'un cosinus est compris entre -1 et 1.
Ainsi par exemple y = 2 n’aura pas d’antécédent dans R par p.
p n’est donc pas surjective.

Exercice 5:
1. Dy = R*.

2. f est dérivable sur R* avec f'(z) = ;—21 — 322, On obtient le tableau de variations suivant :

x —00 0 +0o0
f(z) - -
+00 +00
f(.f) \ B \ B

Ainsi f(Dy) =R

3. En utilisant le théoreme de la bijection sur R* et sur R, on peut montrer par exemple que 0 admet
deux antécédents par f dans R* (I'un dans R*, 'autre dans R* ) donc f n’est pas injective.

4. Dy =RY.

s . / _ 1 _ 11—
g est dérivable sur R} et g'z) = - — 1= %,

X
On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 1 +oo
g'(x) + 0 -
—1
@ || T T
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Ainsi g(Dy) =] — o0, —1].
En utilisant deux fois le théoréeme de la bijection sur ]0, 1] et sur ]1,4o00[, on peut montrer par exemple
que —2 admet deux antécédents par g sur R donc g n’est pas injective.

Exercice 6:
{ [0; +00[— [—5, +00]
1 f: g
r—x°—>5
lere méthode
f est continue et strictement croissante de [0, +oo[ sur [—5, +0o[ donc elle est bijective de [0, +oo[ dans
[—5, 400
2eme méthode : plus adaptée ici car donne directement la réciproque
Soit y € [—5, 400].
fle)=y & 2*-5=y
& 2=y+5>0
& rz=\y+5€Roux=—y+5¢&R,
Ainsi Vy € [—5, +oo[, 3z € Ry tel que f(x) =y donc f est bijective.
[—5, +o0[— R4

Yy—=>y+5

Elle admet donc pour application réciproque f~1 : {

3eme méthode, plus difficile

0,400[— [~5, o] 0,400[— [0, 400
On peut remarquer que f = go h avec g : et h: 9 qui sont
rT—=T—>5 T
—5,+00|— [0, +0 0, +o0o|— [0, 400
toutes les deux bijectives, de réciproque : ¢! : [ =1 [ et h71: [ =1 [
T T +5 T =T

Par composition f est bijective et pour tout y € [—5, +00],
U y)=h g™ (v) =Vy+5

9 o R—R
C B x +— sin(z) + 2z

Faire une étude des variations de g et montrer que g est continue et strictement croissante de R dans
R donc bijective de R dans R.

La résolution d’équation ici n’est pas possible. On ne peut pas exprimer la fonction réciproque méme
si elle existe.

3 n :{ ]6,+ool[% R%
T —%
lere méthode Faire une étude des variations de h et montrer que h est continue et strictement
décroissante de |6, +oo[ dans R* donc bijective de |6, +oo[ dans R,
2eme méthode : plus adaptée car donne la réciproque
Soit y € RY.
hz)=y & 5=
& z—6= %
car la fonction inverse est strictement décroissante sur R
avecﬁeRi et y € R}
& sz—l—% €16, 00|
Ainsi Yy € R, 3!z €]6, 4-00] tel que h(x) = y donc h est bijective.

L . R} —]6,400]
) 1. + )
Elle admet donc pour application réciproque h™" : { Y 6+ %
3eme méthode, plus difficile
16, +00[—]0, +-0c] I0. ool =0, +eel
On peut remarquer que h = hy o hy avec ho : et hy: 1 qui sont
T —06 T =
x
- » o J10 ool [6,400] -y [0 FeclI0 el
toutes les deux bijectives, de réciproque : hy "~ : hi 1 Par
rz—x+6 T =
x
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composition f est bijective et pour tout y €]0, +ool,

Exercice 7:

]RJ,_ —>} — ]., ].]
On considere 'application f : 1—2?
T =
1+ 22

Soit y €] — 1,1]. Résolvons sur R, 'équation f(z) =y.
f(x) =Y < }_ﬁ.i? =Yy

& xQ—ﬁcary#—l
& alc—,/yJrl eRiouz=— y+1 Y ¢ Ry
car ﬁ >0
Ainsi Vy €] — 1, 1], 3z € Ry tel que f(x) =y donc f est bijective.
|—1,1] - Ry
Elle admet donc pour application réciproque : f~1 : iy
y— y+1

Exercice 8:
Soit f lapplication définie par x +— =

1. Dy =R\ {-2}.

2. f est dérivable sur son domaine de définition de dérivée f'(x) = ﬁ

—‘,—2

Apres étude des limites, on en déduit que f est strictement décroissante de | — oo, —2[ sur | — oo, —1]
et strictement décroissante de | — 2, 4+00[ dans | — 1, +oo[. La fonction f étant continue sur | — oo, —2|
et sur | — 2,400}, le théoreme des valeurs intermédiaires implique que f(Dy) =R\ {—1}.

3. Soit (a,b) € (Dy)? tels que f(a) = f(b)

Or

fla)=f(b) & LH5=17
s 1-a)b+2)=(1-0b)(a+2)
& 3a=3b
S oa=0b

Ainsi V(a,b) € (Df)?, f(a) = f(b) = a = b donc f est injective.
4. L’ensemble d’arrivée de f étant f(Dy) la fonction est surjective par définition de f(Dy).

5. f est injective et surjective donc bijective et admet donc une réciproque que 1’on calcule :
Soit y € R\ {—1}. Résolvons sur R \ {—2} I'équation f(x) =

f@)=y & F5=vy
& = % car y # —1
Par ailleurs cette solution est bien différente de —2 car +21y = -2 1=—-2IMPOSSIBLE!
Ainsi Vy € R\ {—1},3lx € R\ {—2} tel que f(z) =y donc f est surjective.
Donc :
B
Y yn

Exercice 9:
Commencons par remarquer que B = {—3, 1,v2 }

R—>R
1. 14: 1 sizxeZ
€T —
0 siz¢Z
R—R
1p: - sixe{-3,1,V2}
0 sinon
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AN

14(4) =1,14(7) =0,14(-5) = 1.

15(0)=0,15(1) =1, 15(-3) =1, 13(v2) =1, 1p(—Vv2) = 0.
Tanp(1) =1, Tanp(v2) = 0,1au(vV2) = 1, 14(1) = 0.

Les antécédents de 0 par 1 5 sont les éléments de Z.

Je me perfectionne! I

Exercice 10:

1.

f(1+1i) = f(1—2i) donc f n’est pas injective.
Soit y € R. Résolvons sur C I’équation f(x) = y.
fl@)=y & Re(x)=y
& ze{y+it,teR}
Ainsi Yy € R, 3z € C (il y en a une infinité!) tel que f(x) =y donc f est surjective.
Pour la surjectivité on aurait aussi pu remarquer que pour tout y € R, y € C et Re(y) = y. Donc un
antécédent de y par f est y. Donc tout réel admet un antécédent par f donc f est surjective.

. On peut montrer directement que g est bijective.
Méthode 1

Soit y € C. Résolvons sur C I’équation g(z) = y.
gl@)=y &« T=y
& T =a+if ennotant y = a+ i
&S rz=a+if=a—ifeC
Ainsi Vy € C,3lx € C tel que g(z) = y donc g est bijective.

Méthode 2

On sait que pour tout z € C, (z) = z. Donc Vz € C, (g o g)(z) = z. Donc g o g = Idc. Ce qui signifie
que g admet une fonction réciproque (ici c’est un cas particulier g=! = g) et donc que g est bijective.
Cette fonction n’est pas injective puisque h(1,0) = h(—1,0). D’autre part elle n’est pas surjective
puisque pour tout (z,y) € R% 22+ 2y? > 0 (—1 n’a donc pas d’antécédent par h).

. Cette fonction n’est pas injective puisque h(1,0) = h(—1,0).

Soit w € R*. Alors hy(v/w,0) = (vw)? + 2 x 02 = w. Donc pour tout w € R, il existe (z,y) € R? tel
que hi(z,y) = w. Donc h; est surjective.

. k n’est pas injective car k(2?) = k(2 + 1).

Soit @ € E, résolvons sur E, k(P) = Q qui est équivalent & P’ = Q.

Comme () est un polynoéme, c’est une fonction continue sur R. Elle admet donc des primitives sur R.
Il faut prouver que ces primitives sont des polynémes. Comme () est un polynome il existe n € N et
des coefficients réels ag, a1, as ... an—1 €t a, tel que a, # 0 et pour tout z € R :

Q(x) = ao+ a1z + asx® + -+ ap_12" " + apa”

Il s’agit donc de trouver un polynome qui, une fois dérivé, est égal a Q. Or @) est la somme de fonctions
dont on connait des primitives. On peut donc prendre P défini pour tout x € R par :
a2 an—1 D an  n41

al 2
Plg) = bt 22
(z) a0$+2w+3m+ + - e

Ainsi P est une primitive de @ sur R et c’est un polynome a coefficients réels.
Donc k est surjective.

. Montrons que [ est injective :

Soient P, @ € F tels que [(P) = 1(Q) alors P’ = @’. Donc P/ — Q' =0, donc (P —Q) =0. Et P —Q
est un polynoéme définie et dérivable sur R de dérivée nulle. C’est donc une fonction constante sur R
(qui est bien un intervalle). Il existe donc ¢ € R tel que :

P—-Q=c

P et @@ sont donc égaux a une constante pres.
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Mais P(0) = Q(0) =1 d’ou ¢ = 0.

On en déduit que P = @ donc k est injective.

Montrons que [ est surjective.

Soit R € FE, résolvons [(P) = R qui est équivalent P’ = R.

P est donc une primitive de R. Cette question est proche de la question précédente mais il faut cette
fois-ci choisir notre primitive P telle que P(0) = 1. Comme R est un polynome il existe n € N et des
coefficients réels ag, a1, as ... ap—1 et a, tel que a, # 0 et pour tout z € R :

R(z) = ao+ a1z + asz® + - - + ap_12" " + apa”

On a vu dans la question précédemment qu’'une primitive de R sur R est (cette fois-ci on Pappelle S) :

ai o G2 3 an—1 n an  n+1
S(x) =apx + —a2“ 4+ —x° +--- x x
(@) = aow + a” + a4 4 — o
Remarquons que S(0) = 0 Il suffit donc de prendre P = S + 1 qui est bien un polynéme tel que
P(0) = 1 et qui est bien une primitive de R. P est donc bien l'antécédent de R (I'unique puisque
Papplication est injective)
Ainsi VR € E, R admet un antécédent dans F' par [ donc [ est surjective.

Finalement [ est bijective.

Exercice 11:
R+ - R
Soit f : el +e %
T— —

En dressant le tableau de variation de f on montre que f est continue strictement croissante de Ry dans
[1,400[ donc f est bijective.

Pour déterminer sa réciproque, on prend y € [1,+00] et on résout f(x) =y.

flo) =y & C=2etHl

e —2ye® +1 =0 car e* > 0.

Posons X = e” et résolvons X? — 2yX +1 =0

Le discriminant vaut A = 4(y? — 1).

Remarque : si y = 1 alors on a 0 comme antécédent. On étudie dans la suite le cas ot y > 1, c’est a dire
un discriminant strictement positif.

On obtient deux solutions :

X=y—Vy—-louX=y++y2-1

Ces deux solutions étant positives, on obtient :

r=In(y—y>—1) ouz=In(y+Vy>—1)

Ory—+y2—-1= ﬁ\/lﬁ (quantité conjuguée)
mais y > 1 donc ﬁ\/fi—l < 1soit In(y — /92 —1) <0

La seule solution dans Ry est donc z = In(y + /y? — 1).
. e 1 +OO[—> RJr
Ainsi f~1: 1
d { y = In(y +vy* - 1)
Exercice 12:

1. On suppose A C B.
Soit y € f(A)
Alors dx € A,y = f(x)
mais A C B donc = € B et par suite y = f(z) € f(B)
Finalement | f(A) C f(B)|.

2. On raisonne par double inclusion.

* Montrons que f(AU B) C f(A) U f(B). Soit y € f(AU B). Alors il existe x € AU B tel que
y=f(z). Six € A, alors y = f(z) € f(A) et comme f(A) C f(A)U f(B),onaye f(A)U f(B).
Sinon, x € B et donc y = f(z) € f(B). Comme f(B) C f(A)Uf(B),onay € f(A)U f(B). Dans
les deux cas, on a montré que y € f(A) U f(B). On a bien montré que f(AU B) C f(A) U f(B).
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* Montrons que f(A)U f(B) C f(AUB). Soit y € f(A)U f(B). Siy € f(A), alors il existe a € A
tel que y = f(a). Or AC AU B donc a € AU B et donc y = f(a) € f(AU B). Sinon, y € f(B)
et donc il existe b € B tel que y = f(b). Or B C AU B donc y = f(b) € f(AU B). Dans les deux
cas, y € f(AU B). On a bien montré que f(A)U f(B) C f(AU B).

Par double inclusion, on a | f(AUB) = f(A)U f(B) |

3. Soient A et B deux parties de E. Montrons que f(AN B) C f(A) N f(B). Soit y € f(AnN B).
Alors il existe © € AN B tel que y = f(z). Comme z € AN B, on a en particulier z € A. Donc
y = f(z) € f(A). De méme, x € B, donc y = f(x) € f(B). Ainsi, y € f(A) N f(B). D’ou I'inclusion
f(ANB) C f(A)N f(B)|

Exercice 13:
Soient E, F, G trois ensembles, f une application de F dans F' et g une application de F' dans G.

1. Supposons f et g surjectives.
Montrons que g o f est surjective.
Soit y € G montrons que y admet au moins un antécédent dans E par go f.
Comme g est surjective, 3z € F, g(z) =y
De plus f est surjective donc 3z € E, f(x) =
Finalement 3z € E, g(f(x)) = y soit go f(z) =
Ainsi :

z

|si f et g sont surjectives,g o f est surjective

2. Supposons f et g injectives.
Montrons que g o f est injective.
Soient (x,2') € E? tels que (go f)(x) = (go f)(a')
donc g(f(x)) = f(f(z'))

Mais g est injective donc g(f(z)) = g(f (= )) fz) = f(a))
puis comme f est injective f(z) = f(2/) = z =2/
Ainsi :

|si f et g sont injectives,g o f est injective|

3. Supposons g o f injective. Montrons que f est injective. Soit (z1,22) € E2. On suppose que f(z1) =
f(z2). Montrons qu’alors 1 = x9. Comme f(x1) = f(z2), on a g(f(z1)) = g(f(x2)), c’est-a-dire
(go f)(z1) = (go f)(x2) et comme lapplication g o f est injective, on a x; = xo. Donc f est injective.
Finalement,

|si g o f est injective, alors f est injective|

4. Supposons que g o f est surjective. Montrons que g est surjective. Soit z € . Comme 'application
g o f est surjective, il existe x € E tel que (g o f)(z) = z, cest-a-dire g(f(x)) = z. Donc f(x) est un
antécédent de z par 'application g dans F'. On en déduit donc que g est surjective. Finalement,

|si g o f est surjective, alors g est surjective|

5. On suppose que go f est injective et que f est surjective. Montrons que g est injective. Soit (y1,72) € F?
tel que g(y1) = g(y2). Montrons que y; = y2. On sait que y; € F et y2 € F (ensemble d’arrivée de
f). Comme f est surjective, il existe (x1,72) € E? tel que f(x1) = y1 et f(z2) = y2. On a donc
9(y1) = g(f(z1)) = (g0 f)(@1) et g(y2) = g(f(z2)) = (g o f)(x2) et comme g(y1) = g(y2), on a
(go f)(x1) = (go f)(x2). Or Papplication g o f est injective donc 1 = x2. On a donc y; = f(x1) =
f(z2) = ya. Ainsi, g est injective. Finalement,

g o f injective
f surjective

} = ¢ injective
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6. On suppose que g o f est surjective et que g est injective. Montrons que f est surjective. Soit y € F.
Alors g(y) € G et comme g o f est surjective, il existe x € E tel que (g o f)(z) = g(y), c’est-a-dire
g(f(z)) = g(y). Or g est injective donc f(z) = y. Ainsi, z est un antécédent de y par f. Donc f est
surjective. Finalement,

g o f surjective

L jecti
g injective } — f surjective

Maintenant que je suis fort(e), voici des extraits de DS sur ce theme!

Exercice 14:

1. R* est symétrique par rapport a 0.
De plus, Vz € R*, f(—z) = (-2 + L) =—3(z+ 1) = —f(a).

| f est donc une fonction impaire|

2. f est dérivable sur R* comme somme de fonctions qui le sont.
1 1
fl(r) =35(1- =)

De pl li = t i = .
epuscc_1>1}r100f(x) +ooexi%1+f(x) +o0

Comme la fonction est impaire, on en déduit lim f(z) = —oco et lim f(z) = —o0.
T——00 z—0~
On en déduit le tableau de variations suivant :
T —00 -1 0 1 400
() + 0 - - 0 +
-1 400 ~+o00

3. |f n’est pas majorée sur R* | car lim f(z)= +oo.
T—r+00

|f n’est pas minorée sur R* | car lim f(z) = —o0.
Tr—r—00

4. D’apres le tableau de variations, on a :
| £([1,+00]) = [1, +00]|

J(R*) =] — 00, ~1J UL, +o0]

| £([=1,0[U]0, 1]) =] — 00, 1] U [1, +00[ |

5. (a) Onaf(%):f@):%

Ainsi % admet plusieurs antécédents par f dans R* donc | f n’est pas injective|

(b) D’apres la tableau de variations, on constate que 0 n’a pas d’antécédent par f dans R* donc

| f n’est pas surjective|

6. h admettra une réciproque si elle est bijective.
Soit y € [1,4+o00[ (ensemble d’arrivée)
Résolvons sur [1, +o00[ (ensemble de départ) I’équation h(x) = y.

1 1
h = = — —) =
(@) =y 5@+-) =y
2+ 1
<:> g

T
Sr?—2yr+1=0

2y

Le discriminant de cette derniere équation vaut A = 4(y? — 1)
Comme y € [1,400[, A >0
— Siy=1,A=0et il n’y a qu'une solution = = %y =1€[l,+o0]
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— Siy > 1,A > 0 et 'équation admet sur R deux solutions :
wlzLEﬂ:y— yP—letazp=y+y?—1
Comme y > 1, on a clairement xo > 1

En revanche 71 =y — \/y2 — 1= -
y<—1

Finalement Vy € [1, +oo], 3z € [1, +o0] tel que h(z) = y.
On en déduit que h est bijective et admet donc une réciproque :
el { 1,400 — [1,400]

Yy = oy+Vy2—1

Exercice 15:
Partie A

1. f est dérivable sur R avec f'z) = %ﬁ

On obtient le tableau de variations suivant :

X —00 0 +00
f'(x) - 0 +
0 0
3

On a donc f(R) = [-1,0].
2. On remarque que f est paire donc elle ne peut pas étre injective.

Par construction ’ensemble d’arrivée étant f(R), tous les éléments de cet ensemble admettent par f
au moins un antécédent dans R donc f est surjective.

3. Prenons par exemple I = R. On a alors f(I) = [—3,0[.
f est continue et strictement croissante de I dans f(I) donc, d’apres le théoreme de la bijection, f est
bijective de I dans f(I). Déterminons sa réciproque.

Soit y € [—%,O[. Résolvons sur R I'équation f(z) = y.
-1
fl@)=y < 3@ Y
& -3(2%+1)= %
car la fonction inverse est strictement décroissante sur R*

—1
avecmélR*_BetyE]R*_
2 _ —1 _ 1+ 1
= $—@—1—T520C8,ry€[—§,0[
143 1+3
~ T = T;GR+OUQS:— Tf%RJ’_

Ainsi Yy € [—%, 0[, 3z € Ry tel que f(x) =y donc f est bijective de réciproque :
f_li { [_?170[ — R-l—

1+3y
y RV

Partie B
1. def fonction(x):
return -1 / (3 *(x**2+1))
2. from math import * # pour pouvoir utiliser la racine carrée
fonction(sqrt(2))
3. Ce programme cherche une valeur approchée & 10~4 pres sur R+ de la solution de 1’équation f(z) =y
oy € [—1,0[.
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