TD13 — Systémes linéaires

TD13 — CORRECTION

Exercice 1:

11
1. Toutes les inconnues sont principales. On trouve une unique solution, le triplet <2, > —1).

2. Toutes les inconnues sont principales. On trouve une unique solution, le quadruplet (-1, —3,1,2).

3. Les inconnues principales sont x et y tandis que z est l'inconnue secondaire. On a une infinité de
solutions que 'on peut paramétrer par z. L’ensemble des solutions du systéme est

S={(1+32,-1-2,2)|z € R}

4. Les inconnues sont principales sont x et z tandis que y est l'inconnue secondaire. L’ensemble des
solutions du systéme est

S:{(2—y,y,1)‘y€R}

5. Les inconnues principales sont = et z, les inconnues secondaires sont y et t. L’ensemble des solutions
du systéme est
S={(=3y+3t—3,y,—-3+2t,t)| (y,t) € R*}

Exercice 2: On utilise la méthode du pivot de Gauss pour résoudre les systémes.

1. On commence par échelonner le systéme.
Soit (z,y, z) € R3,

r + vy + 2z = 3 r + y + z = 3

—r + 2y — z = =9 Lo+ Li+ Lo <= 3y = —6
2 — 2y + 3z = 16 L3+« Ls—2L; —4dy + z = 10 L3+ 3L3+4L,

r + y + z = 3

<= 3y = —6

3z = 6

= —y—2+3=2-24+3=3

<~ y = —2
z = 2
L’ensemble des solutions est S = {(3, -2, 2)}
2. Soit (z,y, z,t) € R,
r + 2y — z 4+ t = 3 <:>:B+2y—z+t:3
20 + Yy + z - 2t = —1 LQ%LQ—QLl —3y + 3z — 4t = -7
5 )
T = —2y+z—t+3:—z+§t—§
= 4t+7
= Z — — —
Y 3773

4
L’ensemble des solutions est S = { < — g —z+ gt, z— §t + g, z,t> (z,t) € R2}.

3. En échelonnant, on obtient des équations d’incompatibilité qui ne sont pas vérifiées donc ’ensemble
des solutions est S = @.

4. On trouve une unique solution, le triplet (1,—1,0).
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TD13 — Systémes linéaires

5. L’ensemble des solutions du systéme est

s_ (2,1 1 1
“\37 T3 T3F TR

6. Le systéme n’a pas de solution.

z € R}
7. L’ensemble des solutions du systéme est

3 1
S—{(Q,—Z—].,Z,—2> ZER}

1. On trouve une unique solution : le couple (2,0). Ceci signifie graphiquement que les droites d’équation
x4y =2 et 3xr —y = 6 ont un unique point d’intersection qui est le point de coordonnées (2,0).

Exercice 3:

2. Le systéme n’a pas de solution. On en déduit que les droites d’équations x —y =1, 3x +y = 11 et
2x —y = 2 ne sont pas concourantes.

3. L’ensemble des solutions du systéme est D = {(z, Z,2) ! z € R}. On en déduit graphiquement que les
plans d’équations x —y = 0 et y — z = 0 se coupent suivant ’ensemble D qui est en fait une droite de
vecteur directeur (1,1,1).

Exercice 4: On notera naturellement S,, Sy ou S, ’ensemble des solutions du systéme. La nature et
I’ensemble des solutions va dépendre de la valeur de a, A ou m.

1. On échelonne le systéme a l'aide de la méthode du pivot de Gauss et on aboutit & une équation de
compatibilité faisant intervenir le paramétre a.

Soit (x,y) € R?

z 4+ 2y = 1 r 4+ 2y = 1
x — 2y = a Lo+ Ly—1I4 = — 4y = a-—1
2 + y = 2a L3+ L3—2L, — 3y = 2a—2 L3+ 4L3—3L4
r + 2y = 1
= — 4y = a-1
0 = 5a-5

On trouve que le systéme est compatible si et seulement si ¢ = 1. Donc
Sa=@siazl et Sa={(1,0}sia=1

2. Soit (z,y,2) € R3,

r + y + az =1 r + Y + az = 1
x + ay — 2z = 1 Lo+ Ls—L; < (a—1)y — (a+1)z = 0
r + y — z = 1 L3« L3—1I4 —(a+1)z = 0

On est amené & distinguer trois cas.
x SiaeR\{-1,1}, alors S, = {(1,0,0)}.
*x Sia=—1,alors S.; = {(1+2,0,2)| z € R}.
* Sia=1, alors S; = {(1—y,y,0) ‘yeR}.

3. Avant d’échelonner le systéme, (pour ne pas avoir de pivot nul) on commence par inverser les 2 premiéres
lignes. Soit (z,y,2) € R3,
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TD13 — Systémes linéaires

L2 (—LQ — (2—)\)L1

x + 2-Ny + z =

—~
w
|
>
~—
N
Il
S OO oo o

= 1-2-M%)y — (1-XNz =
B—=XNz =
x + (2—-Ny + z =0
— (—1+M)B=Ny — 1-XNz = 0
B3-=XNz = 0

On est amené & distinguer trois cas.
* Si A eR\{1,3}, alors Sy = {(0,0,0)}.
* Si A =1, alors S = {(~y,y,0) }y € R}.
* Si A\ =3, alors S = {(y,y,O) ‘ y € R}.
4. On distingue deux cas, suivant que a = 2 ou a # 2. Si a # 2, alors S, = {(0,0,0)}. Si a = 2, alors
I'ensemble des solutions est So = {(—z, —2,2) ‘ z € R}.

5. Soit A € R, soit (z,y,2) € R3.

(1-Nz — y — z =0
S\ = —x + 1-Ny - z =0
—r - y + (I-XNz =0
—x - Y + 1-XNz =0
<~ —x + (1 - )\)y - z = 0 Ly < L3
1-Nz — y — z =0
1-XNz =0
2—)\)2 = 0 L2<—L2—L1
—2-Ny — M2-Nz = 0 Ly« Ly+(1— NIy

!

—— —— ——

|
8
|

|@

=

<

I+

>//—\/-\

L3<—L3+L2

Le systéme est échelonnée. Il reste & distinguer les cas ot les pivots peuvent s’annuler.

— lercas : A= -1

rg(S—1) =2

I’ensemble des solutions est
S-1={(22,2)]z €R}
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TD13 — Systémes linéaires

— 2emecas: A=2

L’ensemble des solutions est

— 3eme cas : A € R\{—-1;2}.

rg(S2) =

1

Sy ={(-2-y,y,2)]z € R}

Le systéme est de rang 3 Le systéme admet une unique solution (0,0,0)

6. Soit m € R, soit (z,y,z) € R3.

L1<—>L3

o

3z

o

@)

(=1—m)x + my + 2z =0
Sy = —mx + ¥y + mz =0
—2z + my + B3-m)z = 0
—2x + my + B3-m)z = 0
— —mx + vy + mz =0
(=1—m)x + my + 2z =0
-2z + my + (3—m)z
= 2-mYy + (m? —m)z
m(l—m)y + (4—(1+m)@3—m))z
-2z + my + (B-m)z =
= 2-m?)y + mm-1)z =
m(l—-m)y + (m—-1)2%2 =
Pour poursuivre, on distingue le cas m =0
ler casm =10:
-z +
Sy <— 2y
+
L’unique solution est (0,0, 0)
Soit m # 0
-2z + my + (B-m)z
S = (2—-m?)y + m(m-—1)z
20—-m)y +
—2r + (B-m)z + my
= mim—1)z + (2—m?)y
2(1 —=m)y
2eme cas m =1
-2z + 2z +
S1 =

=0
= 0 L2 — 2L2 — le
= 0 L3+ 2L3— (1 + m)L1

en}

L3 — ng — (m — 1)L2

ja)
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TD13 — Systémes linéaires

rg(S1) =2
L’ensemble des solution est
S1 ={(#,0,2)|z € R}
3eme cas :m € R\{1;0}

Le rang du systéme est 3. Le systéme a une unique solution (0,0, 0).
7. On distingue trois cas.

* Sim € R\ {—2,1}, alors le systéme admet une unique solution. On a

s - I+4m 1 (1+m)?
e 24+m’2+m’ 2+m
* Sim = —2, alors le systéme n’a pas de solution : S_o = &.

*x Sim=1,alors Sy = {(1—y—2,9,2) | (y,2) € R*}.
Exercice 5:

1. On a j3 =1 (formule de Moivre) et 1 +j +j? = 0 (somme des termes d’une suite géométrique).

2. On note S, 'ensemble des solutions du systéme. On échelonne le systéme. On trouve qu’il est de rang
maximal égal & 3 si et seulement si m # 1 et m # —2. On distingue donc trois cas.

zER}

* Sim =1, alors le systéme n’est pas compatible : S = @.

1 2 1 1
S 5 = -2 “ - =2
2 {(3J —|—3+z,3 3J —i—z,z)

. 2
_ J J 1
Sm_{(m—l’m—l’m—l)}

Exercice 6: Soit P un polynome de degré inférieur ou égal a 3. Alors il existe (a, 3,7,9) € K* tel que
P(x) = ax® + Bz? + vz + 6. Alors P'(z) = 3ax? + 2Bz + . Donc

* Sim = —2, alors

* Sim e R\ {-2,1}, alors

P(-1)=a -a + B - v + 6 = a
P(-1)=0b 3 — 28 + v = b
Pl)=c Y a + B 4+ v + 6 = c
P(1)=d L 3o+ 28 + v = d
— .
- + B - v + 6 = a
— B — 2y + 36 = 3a+0b
4y — 40 = —5a —2b+c¢
— 40 = —2a—-b—-2c+d

On obtient un systéme échelonné de rang maximal égal & 4. Le systéme admet donc une unique solution
(a, B,7,9). Ceci signifie qu’il existe un unique polynéme P vérifiant les quatre relations données dans 1’énoncé.
Remarque. 1l n’est pas demandé dans I’énoncé d’expliciter le polynéme solution.

Exercice 7: D’aprés les relations coefficients racines, un couple de nombres réels (z,y) est solution du
systéme si et seulement si = et y sont les solutions dans C de 1'équation du second degré 2242z —3 = 0. Les
solutions de cette équation sont 1 et —3. Donc I'ensemble des solutions du systéme est {(1,-3),(—3,1)}. Or
un systéme linéaire ne peut pas avoir deux solutions. En effet, un tel systéme a toujours zéro, une seule ou
une infinité de solutions. On en déduit que le systéme proposé n’est pas équivalent & un systéme linéaire.
Exercice 8: Soient My, My et M3 trois points du plan dont les affixes sont notées respectivement my, ms

m2—5m3 =a

et mg. Alors le triangle M1 Ms M3 est solution du probléme si et seulement si % = as . On trouve un
mit+ma _ as

unique triangle solution. Les affixes cherchées sont m; = —a14as+as, mo = a1 —as+as et ms = a1 +as—as.

Exercice 9:
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TD13 — Systémes linéaires

1. Echelonnons le systéme a D'aide de la méthode du pivot de Gauss :

—x
2x
—x

3x

(Sa) :

+ v 4+ z = 1-3a Ly
+ y + 3z = 3 Lo < Lo+ 214
+ 4y + z = 1—9a L3<—L3—L1
+ 2y — z = 2 Ly Ly+ 314
-z 4+ y + z = 1-3a
3y + 5z = b5—6a
3y = —6a L3+ 3L3
oy + 2z = 5-—9a
-r + y + 2z = 1-3a
3y + 5z = 5—6a
Yy = —2a L3 — Lo
oy + 2z = 5—-9a
-r + y + 2z = 1-3a
Y = —2a Lo
3y + b5z = b—6a L3< L3—3Ls
5 4+ 2z = 5—9a Ly Ly—5L9
-r + y + z = 1-3a
Y = —2a
5z = 5 Ly
2z = a+5 Ly<+ 5L4—2L;3
-z + y + 2z = 1-3a
Y = —2a
5z = )
0 = bda+15

Ce systéme est échelonné de rang 3 avec une équation de compatibilité : 0 = 5a 4 15. Si cette équation
est vérifiée, alors le systéme est compatible et on peut résoudre le systéme par la technique de la
remontée ; sinon le systéme est incompatible. Ainsi, si a = —3, le systéme donne

- + Yy + =z
Y

5z
0

10 T = -3
6 Y = 6
5 — z = 1
0 0 = 0

Sia= -3, alors S = {(—3,6,1)}, sinon S = @.
Exercice 10: Pour tout A €€ R, on notera Sol(\) I’ensemble des solutions du systéme (Sy). On commence
par échelonner le systéme (S)) a laide de la méthode du pivot de Gauss :

— 3z
— 3z
- 4+ Nz
— 3z
— 3z
- 4+ Nz

2-Nzx + 3y
(S = 3z + (2-Ny
3x + 3y
3z 4+ (2— Ny
= 2—-Nx + 3y
3x + 3y
3z 4+ (2— Ay
— (L+X)(5 -y
(1+ Ny
3z 4+ (2— My
— 1+ Ay
1+N)B-Ny
3z 4+ (2- Ny —
= I+ XNy —

- 3z

— 31+ Nz
- (14+XNz
- 3z

- 14Nz
— 31+ Nz

3z

(1+X)z

T+ XN)(2-N)z

=0 L1<—>L2
=0
=0
= 0
= 0 Lo <—3L2—(2—)\)L1
=0 L3%L3—L1
= 0
= 0 L2<—>L3
= 0
= 0
= 0
=0 L3<—L3—(5—)\)L2
=0
=0
= 0
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On distingue maintenant trois cas suivant que A = -l ou A=2ou A € R\ {—1,2}.
* Premier cas : A = —1. Alors
3 + 3y — 3z = 0

(S-1) = 0
0 =0

Il
o

= rv+y—2=0
— (.Z',y,Z) = (_y+27yaz)

L’ensemble des solutions du systéme (S_1) est donc

Sol(—1) = {(—y + z,4.2) | (y.2) € R?}

* Deuxiéme cas : A = 2. Alors

I
o

3x — 3z =0
(S-1) <= 3y — 3z
0 =0

{l‘ = Z

<

y = =z
($7y7 Z) = (Z,Z,Z)

L’ensemble des solutions du systéme (Sz) est donc

Sol(2) = {(z,2,2)| 2 € R}

* Troisiéme et dernier cas : A € R\ {—1,2}. Alors 1+ X # 0 et (1+X)(2— ) # 0 donc, en remontant
le systéme échelonné obtenu, on a

(Sy) = y =0

L’ensemble des solutions du systeme (S)) est donc |Sol(A) = {(0,0,0)} |
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