BCPST1 A & B

Devoir Maison 1 - Premiere partie
correction

Probleme 1 : Calcul

On considere les deux réels suivants :

v=1/26+15V3 et 1 = \/26 — 15V/3.

Le but de ce probleme est de simplifier les expressions de v et pu.

1. (a) Calculer vy et v3 + .
D’apres les propriétés de la racine cubique, on a :

vp = §/26 + 15@?/26 ~15V3
_ €/(26 +153) (26 - 15v3)

_ {'/262 _ (15x/§)2

= /676 — 675

I
<

=1 (car 13 =1).

—~

Et
3 3
y3+u3:<\3/26+15\/§) +<\3/26—15\/§> =264 15v/3 + 26 — 15v/3 = 52.

Donc |vpu=1 et v3+4p=52|

(b) Développer (v + u)3 et simplifier Pexpression grace & la question précédente.

(v +p)? = v+ p)* (v +p)
= (VP 4+ 2up + 1) (v + )
=3 224 vp? + P v 4 B
=3 + 3% + 3vp® + 1B
=34+ 13+ 3vp(v + p)

(v+u)> =52+ 3(v+p)

2. On pose A = v + p et pour tout = € R, P(x) = 2% — 3z — 52.
(a) Déduire des questions précédentes que P(\) = 0.

D’apres la question précédente, A3 =52 + 3\ <= X3 =3\ —52=0<=|P(\) =0|

(b) Vérifier que P(4) = 0 (on dit que 4 est racine évidente) puis trouver trois réels a, b et ¢ tels
que :
Ve eR, P(z)=(z—4)(ax®+ bz +c).

Ona|P(4)=4>-3x4-52=64—12-52=0]|




On cherche (a,b,c) € R? tel que pour tout = € R, (z — 4)(az® + ba + ¢) = 2 — 3z — 52.
Soit (a,b,c) € R? et soit = € R.

(z —4)(az® + bz +c) = ax® + bz’ + cx — 4ax® — 4bx — 4c = az® + (b—4a)x® 4 (¢ — 4b)x — 4c.
Par identification, on trouve

a=1 (1)

b—4a=0 (2)

c—4b= -3 (3)

—4c=-52 (4)

Apres résolution, on trouve

=1 (5)

b=4 (6)

c=13 (7)

c=13 (8)

On obtient | (z — 4) (2% + 42 + 13) = 2® — 32 — 52,

(¢) Résoudre I’équation P(z) = 0 d’inconnue = € R et en déduire la valeur de \.
Soit z € R,

P(z) =0 <= (z —4)(2® + 4z + 13)
— rg=4ouz’+4x+13=0

On reconnait une équation polynomiale du second degré de discriminant — 36 < 0. Donc
I'unique solution est 4.

Comme A est racine de P, on trouve .

3. On pose, pour tout réel z, Q(z) = (x —v)(z — p).
(a) Soit x € R . Simplifier 'expression de Q(x) & I'aide des résultats précédents.
Soit z € R, on a
Q) = (z —v)(z — p)
=2~ (v )+ vp
=22 - Xz +wvu

Qz) = 22 — 4z + 1| en utilisant les résultats des questions précédentes

(b) En déduire que v et u sont solutions de 'équation z* — 4z 4+ 1 = 0 d’inconnue z € R.
Soit x € R, on a

2P —4r+1=0 < Q(z) =0
— (x—v)(x—p)=0
< rz—v=0ouz—pu=0
< r=vouzr=yu

D’apres la question précédente, | v et u sont les solutions de I’équation > —4x+1=0]|

4. Conclure.
L’équation 2 — 4z + 1 = 0 est une équation polynomiale du second degré. Son discriminant est
égal & 12 > 0. Cette équation a deux solutions 2 4+ v/3 et 2 — /3.
Comme v > i, on trouve que v =2+ v/3 et =2 — /3.

On a montré que | /26 + 15v3 =2+ V3 et \/26 — 15v/3 =2 — /3|




