TDO01 Logique et ensemble

TDO01 — Correction

Exercice 1:

1. (Les paquerettes sont des fleurs) OU (Les singes sont des arbres).

On a (Vrai) ou (Faux) qui donne | VRAI

2. (Avoir du chocolat ) = (On peut faire une mousse au chocolat).

FAUX | Ce n’est pas suffisant, on a besoin d’autres ingrédients.

3. (Obtenir son concours ) = (Réussir les épreuves écrites).
VRAI| Quand on obtient son concours, ¢’est qu’on a réussi les épreuves écrites et orales

4. (Les poules ont deux pattes) ET ( les épinards sont roses)

On a (Vrai) ET (Faux). On obtient | FAUX

5. (Il pleut) = (Il y a des nuages).

6. (Un quadrilatere est un rectangle) < (Il a un angle droit).
. Seule I'implication = est vraie.
7. (Napoléon est chinois) = (14+1=3).
On a Faux = Faux donc on obtient pour 'implication.
(rappel : une implication P = @ est toujours vraie sauf si P vraie avec () fausse)

8. soitzx € R,z >4=x>3. |VRAI

9. soit x € R, x >3 =z # 2. |VRAI

10. (L’Homme est un quadripede) ET (il parle).
On a (Faux) ET (Vrai). On obtient donc | FAUX

11. NON(Les poiriers donnent des fraises).

On a NON(Faux) donc | VRAI|.

12. soit x € R, 22 >4 =z > 2.

FAUX | On peut aussi avoir z < —2.

Exercice 2:
1. Vz €[0,1], f(z) = —1.
2. dla € R,g(a) =0.
3. Vx € A,z € B.
4. Vx € R, 2% > 0.
5. VeeRy,AneNn<z<n+1.

Exercice 3:

1. Il existe au moins un jour de la semaine ol Zorro ne monte pas a cheval.
2. La proposition correspond a ( 1 < z) ET ( # < y). Sa négation est donc :
(r<1) OU (z > y).

(z #0) et (y #0).

Jr e R, f(x) <0.

Il existe au moins un humain immortel.

Tous les chiens s’appellent Dingo.

Jy e R,Vz € R, f(z) #y.

VM € Ry,3n € N, |u,| > M.

Se rappeler que P = @ correspond a non(P) ou Q. La négation de la proposition est donc :
Jz € E, P ET non(Q).

© e N ot W
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TDO01 Logique et ensemble

10. 3z € R,|z| <1 ET |f(z)| > 2.

Exercice 4:

On obtient :
NCR geR 0,7 C R V3¢Q | [23cl05] | {1,24} ¢ {0,2,4} |2€{0,2,4}
{-1,1} ¢ N | (3,7) € R? (3,%)€NXR (%,3)¢NXR (4,1,9) e N® | {~1,1} C {-1,0,1} T eR

Exercice 5:

1. On cherche toutes les fractions B,p eNneN, avec 1 <p<2n < T.

n
On a donc n € {1,2,3}

— Sin=1:pe{1,2}

— Sin=2:pe {1,234}

— Sin=3:p€{1,2,3,4,5,6}

Finalement, en regroupant toutes les possibilités, on obtient

_f1 1 2 4 3 5
A_{§7§7§)17§7§7§727}

2. SoitzeR,x?=4er=20uz=-2.

Ainsi et P(B) = {@,{-2},{2}, B}

Exercice 6:

1. AuB=[-1,5], AuC=[-1,1]u{2}, BUC=10,3]

2. AnB=0,1], AnC={0,1}, BnC={1,2}, AnBNC={1}
3. A=]—o0,—1[U]l,+oc], B=]—o00,0]UI[3,+o0].

4. AUB =] — 00, —-1[U]0,+cc][, BnNC = {0}.

Exercice T7:
XUg=X XnNno=go
(XNY)u(XnY)=Xn(YuY)=XnNnE=X
(XUY)N(XUuY)=XuU{YnY)=XUg=X
Exercice 8:

1. Soit a € {r € R; 2% = 4z — 2} Montrons que a € R;.
Onaa?=4a—-2a?>—4a+2=0.
On obtient 2 racines a; = 2 — V2 et as = 2 + V2.
Dans les deux cas, ces valeurs sont dans R .
{reR; 22 =40 -2} CR,

2. Procédons par double inclusion.

Ainsi

* Montrons que B C A :

Soit (x,y) € B, alors 3t € R, (z,y) = (t + 1,4t + 3)

Ainsi 4z —y = 4(t + 1) — (4t + 3) = 1 donc (z,y) € A.

Donc

* Montrons que A C B.
Soit (z,y) € Aalorsdz —y=1<y =4z — 1.
Ainsi (z,y) = (z,4x — 1).

Enposant t =2 —1,ona (z,y) = (t+1,4(t+1)—1)=(t+1,4+3) € B

Donc
Finalement par double inclusion,

Exercice 9:

1. Si un polygone n’est pas un triangle alors il n’a pas trois cotés.

2. fle) <0=2<1
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B.a>1=a¢ A
4 fla)=fly) =z =y

5. Si les touristes achetent des glaces alors il ne fait pas froid.

Exercice 10:
En utilisant les différentes techniques de démonstration, répondre aux questions suivantes.
1. Soit x un réel tel que x < 1. Alors x — 4 < —3.
Ainsi, (x —4)% > 9 car la fonction carrée est décroissante sur | — oo ; 0].
Dow, | (z — 4)? + 3 > 12.
2. On raisonne par double implication.
(=) On suppose que Vn € N, a x 2" +b x 3" = 0.
Alors en particulier, pour n =0,a x2°+bx3°=0<=a+b=0
Etpowrn=1,ax2'+bx3'=0<=2a+3b=0.

at+b=0 a=-b a=-b a=20
On a donc <— — <=
2a+3b=0 —2b+3b=0 b=20 b=20

On a donc montré que (Vn € N, a x 2" +bx 3" =0) = (a=0b=0).

(<=) On suppose que a = b = 0.
Soitn € N. Alors a x 2" 4+bx3"=0x2"4+0x3"=040=0.
On a donc montré que (Vn € N, a x 2" +bx 3" =0) <= (a =b=0).

Conclusion:Ona|(Vn€N,a><2”—|—b><3":0)<:>(a:b:0).|

3. Soient a, b, ¢ trois nombres réels. Supposons par I’absurde que a +b+c=1¢et a < %, b < % et c < %
Alorsa+b+c < %4—%—1—% <= a+b+c <1, cequiest absurde.
Doncaz%oubz%ouczé.
Autrement dit,

Wl

si a, b et c sont 3 réels tels que a + b + ¢ = 1, alors 'un de ces nombres est supérieur ou égal &

4. On raisonne par contraposition. On va montrer que si n est impair, alors n? — 1 est divisible par 8.
Soit n un entier impair. Alors il existe un entier p tel que n = 2p + 1.
Ainsi, n? —1=2p+1)2 —1=4p?> +4p+1—1=4p%> +4p=4p(p+1).
Or, en raisonnant par disjonction de cas (exemple vu en cours), on pet montrer que p(p + 1) est un
nombre pair. Donc il existe un entier k tel que p(p + 1) = 2k.
D’ott, n? — 1 =4 x 2k = 8k.
On en déduit que n? — 1 est divisible par 8.

Conclusion : [si (n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors n est pair.

5. Est-il vrai que Vo € R, V22 = 7
, pour z = —1, /(—1)2 = 1 # —1. (C’est méme faux pour tous les nombres strictement négatifs.)

Exercice 11:

1. Soit (uy,) la suite définie par ug = 3 et pour tout n € N, w1 = bu, —4. Montrer que pour tout n € N,
Up =142 x 5™
Pour tout n € N, soit P(n) : up, =1+ 2 x 5".
Initialisation : Pour n =0:ona 1+ 2 x 5% =142 =3 = uo donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N fixé. Supposons queP(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire
que upy1 =142 x 57+
Par définition de la suite, up1 = duy — 4.
Par hypothese de récurrence, on a u, =1+ 2 x 5.
Donc up41 =5(1+2x5%) —4=5+2x5"" —4=1+2x 5"+
Ainsi, P(n) = P(n+1)
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est donc vraie pour tout n entier
naturel.
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2. Pour tout n € N, soit P(n) u, < 1.
Initialisation : up = 0 < 1 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est vraie. Montrons
donc que unp4+1 < 1.
Par hypothese de récurrence ,
Up <1 <= 3u, <3
<— 3u, —1<2
3up — 1
— " ~ <1
2
= Upy1 < 1
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie.

1
3. Pour tout n € N, soit P(n) : u, = o0 2n + 1.

1
Initialisation : 20~ 2x04+1=1-0+1=2=ug donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N fixé. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+ 1) est vraie. Montrons

1
donc que u, 1 = —2n+1)4+1=—=—-2n-1.

2n+1 2n+1
On a ) o+ 3
Upy1 = §un — nT par définition de la suite
1/1 2 3
=5 an ~ 2n + 1) _ant par hypothese de récurrence
1 1 3
T TR T
1

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie.

4. Soit (uy) la suite définie par ug = 0 et Vn € N, u,,; = 524 Montrer que : Vn € N*, 0 < u,, < 1.

24+Un
Pour tout n € N*, soit P(n) : 0 < u,, < 1. "
Initialisation : Pour n = 1, u; = gﬁz)o = 1. Donc 0 < u; <1 et P(1) est vraie.
Hérédité : Soit n € N* fixé. Supposons queP(n) est vraie. Montrons que P(n+ 1) est vraie, c’est-a-dire
que 0 < Up+1 < 1.

Par hypothese de récurrence, u,, > 0 donc 1+ 2u,, > 0 et 2+ u, > 0. Par quotient, u,4+1 = 1212#: > 0.
Lt2uy | — 14+2up—2—un _ un—1 <)

24un 24Un,  24un —

En effet, par hypothése de récurrence, u, < 1 donc u, —1 < 0 et u,, > 0 donc 2 + u, > 0. Donc par
quotient, gfﬁ;i <0.

Ainsi, w11 < 1.

Dot P(n) = P(n+1)

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est donc vraie pour tout n entier
naturel non nul.

D’autre part, up+1 — 1 =

5. Montrons par récurrence simple que pour tout entier naturel n, 13" — 4™ est divisible par 9. On notera
P, la propriété au rang n.
Initialisation pour n =0 :
139 — 49 = 0 = 9 x 0 donc Py est vraie
Hérédité :

Soit n € N, fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, c’est a dire qu’il existe p € N, 13" — 4™ = 9p.

Montrons que la propriété reste vraie au rang n + 1, c’est a dire que 3¢ € N, 137+ — 47+ = 9.
Ona 13"t — 4"+ = (94 4) x 13" —4 x 4" =9 x 13" +4 x 13" — 4 x 4" = 9 x 13" 4+ 4(13" — 4")
Soit d’apres I'hypotheése de récurrence : 13"+ — 471 =9 x 13" 4+ 4 x 9p = 9 x (13" + 4p)
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Il suffit donc de poser g = 13™ + 4p.

Ona P, = P11

D’apres le principe de récurrence la propriété P, est donc vraie pour tout n entier naturel.
6. Il s’agit ici d’une récurrence double.

Montrons & I’aide d’une récurrence double que pour tout entier naturel n, u, = 2"*! + (=1)". On
notera P, la propriété au rang n.

Initialisation pourn =0et n=1:

On a ug =u; = 3.

Par ailleurs 20+ + (=1)° =3 et 2!+ + (-1) =3

Donc Py et P; sont vraie.

Hérédité :

Soit n € N, fixé. On suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1, c’est a dire que :

Uy = 2" (=) et upyq = 272 4 (—1)" L

Montrons que la propriété reste vraie au rang n + 2, c’est & dire que u, 1o = 273 4+ (—1)"*+2
D’apres I'hypothese de récurrence, u, = 2" + (=1)" et upyq = 272 + (—1)7F!

A0l Upi2 = Upi1 + 2u, = 2712 4 (1)L 4 2(27H 4 (—1)7)

SOit U9 = 273 4 (=1)"(—1 + 2)

soit encore w19 = 2713 4 (—1)"F2

On a P, et Py1 = Pyio

D’apres le principe de récurrence double la propriété P, est donc vraie pour tout n entier naturel.

n nn+1)2n+1
7. Montrons par récurrence simple que pour tout entier naturel n, > k? = (n+DEn+1)

. On notera
=0 6

P, la propriété au rang n.

Initialisation pour n =0 :

0 O0x(0+1)2x0+1

> k* =0 et x 0+ )6( X0 ):OdoncPoestvraie.
k=0

Hérédité :

Soit n € N, fixé. On suppose la propriété P, vraie, c’est a dire :

i B2 n(n+1)(2n + 1).
k=0 6
Montrons que la propriété P, reste vraie, c’est a dire que :
”il 12— (n+1)(n+2)(2n+3)
k=0 6
n 1)(2 1
D’apres hypothese de récurrence, > k? = n(n + )6( n+1)
k=0

soit 3 p2 = M DEED) | gy

k=0
soit > k* = (n + )(n—z )(2n +3)

k=0

Ona P, = P11
D’apres le principe de récurrence la propriété P, est donc vraie pour tout n entier naturel.

Exercice 12:

On commence par établir une conjecture.

ug = 1

uy=ug+2x0+3=4

Uy =u1+2x14+3=9

uz=1us+2x2+3=16

On remarque que tous les termes sont des carrés d’entiers. Plus précisément, on conjecture que pour
tout n € N, u, = (n +1)2.

Pour tout n € N, soit P(n) : u, = (n+ 1)?
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Initialisation : (0 + 1)? = 1 = ug donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire
que up+1 = (n+2)2

On a Upy1 = Uy +2n + 3 = (n+ 1)% + 2n + 3 par hypothese de récurrence.

Donc upi1 =n2+2n+1+2n+3=n%+4n+4 = (n+2)2 Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est donc vraie pour tout entier naturel
n.

Je me perfectionne ! I

Exercice 13:
Pour tout n € N*, soit P(n) :1 < u, < n?. Montrons la propriété par récurrence sur n.
Initialisation : On a u; = 1 donc 1 < w1 < 12. Donc P(1) est vraie.

2
On auy =uy + SUo = 1+1=2donc 1< uy <22 Donc P(2) est vraie.
Hérédité : Soit n € N* fixé. On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Montrons que P(n + 2) est
vraie. On va donc montrer que 1 < u,40 < (n + 2)2.
2

Par définition, up 1o = tpt1 + ——Up.
n+ 2

Or, par hypothese de récurrence, u, > 1 et u,41 > 1 donc uyq9 > 1+

2 x1>1.
n-+2

D’autre part, par hypothese de récurrence, u, < n? et u,41 < (n+1)=%

2
Ainsi, upi2 < (n+1)2 + ——n?.

0 n+2
r?
2
(n+2)2—(n—|—1)2—n+2n2:n2+4n+4—n2—2n—1—n+2n2
=2n+3 — n?
n 4+ 2
_ (2n+3)(n+2) — 2n?
B n+2
_ 2n® +4n+3n+ 6 — 2n?
B n—+2
™m+6
= >0
n+ 2

Donc Uy, 12 < (n+2)% et P(n + 2) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence double, pour tout n € N*, P(n) est vraie.

Exercice 14:

Il s’agit d’une récurrence forte.

Montrons a l'aide d’une récurrence forte que pour tout entier naturel n, u, = 3n. On notera P, la
propriété au rang n.

Initialisation pour n =0 :

On aug=0cet 3 x0=0donc P est vraie.

Hérédité :

Soit n € N, fixé. On suppose la propriété vraie jusqu’au rang n,

c’est a dire que Vk € [0,n], ux, = 3k.

Montrons que la propriété reste vraie au rang n + 1, c’est a dire que u,+1 = 3(n + 1)

n n
D’apres 'hypothese forte de récurrence, u,11 = % > ug = % >k
k=0 k=0

S0it Up41 = 2 X % =3(n+1)

On a Vk € [0,n] P, = Poy1
D’apres le principe de récurrence forte la propriété P, est donc vraie pour tout n entier naturel.

Exercice 15:

1. Commencons par ’existence.
Pour tout n € N*; soit P(n) : 3(p,q) € N?, n =2P(2¢ +1).
Initialisation : On a 1 = 2°(2 x 0 + 1) donc P(1) est vraie avec p = ¢ = 0.
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Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie jusqu’au rang n, montrons qu’elle est vraie
au rang n + 1.

(a) Sin+ 1 est pair, il existe k € N tel que n + 1 = 2k.
Comme k < n, par hypothese de récurrence, il existe (r,s) € N2 tel que k = 2"(2s + 1).
Ainsi, n +1 =2 x 2"(2s + 1) = 2"1(2s + 1). Donc la propriété est vérifibe au rang n + 1 avec
p=r+1et qg=s.

(b) Si n + 1 est impair, il existe k € N tel que n + 1 = 2k +1 = 2°(2k + 1). Donc la propriété est
vérifiée au rang n + 1 avec p =0 et ¢ = k.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence forte, pour tout n € N*, P(n) est vraie.

2. Montrons 'unicité de la décomposition.
Soit n € N*. Soit (p,q) € N? et (r,s) € N? tels que n = 2P(2¢ + 1) = 2"(2s + 1).
Quitte a échanger les couples (p, q) et (r, s), supposons que p > 7.
Alors 27(2q +1) = 27(2s + 1) <= 2P"(2 + 1) = 25 + 1.
2s + 1 est un entier impair donc 2P~"(2¢ + 1) aussi, ce qui est impossible si p # r (sinon il serait
multiple de 2). Donc p = r.
Ainsi, 2g+1=2s+1 <= q = s.
On a donc (p, q) = (r, s), ce qui prouve I'unicité de la décomposition.

Exercice 16:

1. Montrons que A = B par double inclusion.

* Soit x € A. Montrons que x € B.
Size A, alorse e AUB=ANDKB,
Ce qui signifie que x € A et x € B.
Donc

* Soit « € B. Montrons que x € A.
Size B,alorsz e AUB=ANB,
Ce qui signifie que z € A et z € B.

Do
Finalement, par double inclusion,

2. % Montrons d’abord que A C B.
Soit x € A,alorsr e AUB=BNCdoncze BetxeC.
AinsixeBet
* Montrons ensuite que B C C.
Soit z € B,alorst € AUB=BNCdoncx e BetxeC.

Ainsi z € C et
Finalement, on obtient

Exercice 17:

Montrons par récurrence simple que pour tout entier naturel n > 2, Vz €] — 1,0[U]0, +o00[, (1 + )" >
1+ nz. On notera P, la propriété au rang n.

Initialisation pour n = 2 :

ona (1+z)2=1+2z+ 22

Or pour z €] — 1,0[U]0, +oo[, 2 > 0 d’'ott (1 + )2 > 1+ 2x

La propriété P, est vraie.

Hérédité :

Soit n € N,n > 2, fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, c’est a dire que :

Vz €] — 1,0[U]0, +oof, (1 + )" > 1 + na.

Montrons que la propriété reste vraie au rang n + 1, c’est a dire que :

Vr €] —1,0[U]0, +ocf, (1 + )" > 1+ (n+ 1)z

D’apres 'hypothese de récurrence, Vz €] — 1,0[U]0, +oo[, (1 + 2)" > 1 + nx

soit Vz €] — 1,0[U]0, +oo[, (1 + )" > (1 + nz)(1 + x) puisque 1 +z > 0

Ainsi Vx €] — 1,0[U]0, +o00[, (1 + )" > 1+ (n + 1)z + na? > 1 + (n + 1)z puique nz? > 0
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On a Pn = Pn+1
D’apres le principe de récurrence la propriété P, est donc vraie pour tout n entier naturel supérieur ou
égal a 2.
Exercice 18:
n impair = n? impair

On calcule directement n? = (2p + 1)? = 4p% +4p + 1 = 2(2p? + 2p) + 1 ce qui prouve que n? impair.

n? impair = n impair|.

On démontre la contraposée “n pair = n? pair”. (cf cours)

Maintenant que je suis fort(e), voici des extraits de DS!

Exercice 19:

1. (AUB)N (AU B) est le développement de (AU (BN B)).
De méme (AU B) N (AU B) est le développement de (AU (BN B)).
Donc X = (AU (BN B))N (AU (BN B)).
OrBNB=@odou X =(AUQ)N (AU D)
Soit | X =AnA=g|

De la méme maniere (AN B) U (AN B) est le développement de (AN (B U B)).
Et (AN B)U (AN B) est le développement de (AN (B U B)).
Donc Y = (AN (BUB))U (AN (BUB)).
OrBUB=EdouY = (ANE)U(ANE)
Soit|Y = AUA = F|
2. Il s’agit de démontrer une équivalence, on va donc procéder par double implication.
On a A C B. Montrons que AUB = E.
Il s’agit de montrer ’égalité de deux ensembles, on procede donc par double inclusion.

— Comme A et B sont des parties de E on a clairement | AU B C F|

— Soit z € E alors x € AU A, c’est a dire z € A ou x € A.
Comme A C B,onadoncx € Aoux € B,soitz € AUB

Ceci prouve que | E C AU B
Ainsi on a prouvé par double inclusion que | AU B = F|.

On a AU B = E. Montrons que A C B.
Soit & € A. Alors x qui est aussi un élément de E appartient & AU B.

Ainsi x € A ou x € B et comme x ¢ A par hypothese, on en déduit donc que x € B.

Finalement on a .

3. Pour démontrer 1’égalité des deux ensembles, on procede par double inclusion :

— Montrons que A C B.
Soit z € A alors dp,q € N tels que x = 4p = 6q.
L’égalité 4p = 6¢g donne apres simplification 2p = 3¢. On en déduit donc que g est pair. Ainsi
da € N tel que g = 2a.
Finalement x = 6g = 12a donc x est un multiple de 12. Ainsi x € B d’ou .

— Montrons que B C A
Soit « € B alors Jp € N tels que x = 12p =4 x (3p) = 6 x (2p).
Ainsi z est un multiple de 4 et de 6. Donc x € A

Donc .

Par conséquent par double inclusion, les deux ensembles sont égaux.

Exercice 20:
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1 2. 1z*-2
1. f est dérivable sur son ensemble de définition de dérivée f/'(x) = =(1 — =) = ST e
2 x?

f" est donc du signe de % — 2.

On obtient le tableau de variation suivant :
T 0 V2 +00
f'(z) - 0 +

f(x) p S
V2

Remarque : f (ﬂ) = /2. on dit que v/2 est un point fixe de f.

2. Un calcul direct de limites donne : lim f(z) =4occ et lim f(z)= 4o0.
r—0t T—+00

1 1 1 1
Par ailleurs f(z) = J%+ d’ou xgrfoof(x) — 5t = mgr—lr-loo = 0

1
Ainsi la droite A d’équation y = 3% est une asymptote oblique de la courbe représentative de f.

ol
= o 1

L) o =1, = f(ug) = /(1) = 5
3 17
U2=f(U1):f(§):E

b) Montrons par récurrence simple que Vn € N*, la propriété suivante V2 < upg1 < up < % est vraie.
On notera P, cette propriété.

Initialisation pour n =1 :

. . 3 Y es
D’apres la question précédente on a V2 <us <up < 3 donc P; est vérifiée.
Hérédité :
Soit n € N* | fixé.
On suppose la propriété P,,. Montrons qu’elle reste vraie au rang n + 1, ¢ ’est a dire que V2 <
Upt2 < Upt1 < 5

3
On a d’apres 'hypothese de récurrence V2 < Unt+1 < Up < X

Or d’apres la partie A, on sait que sur [v/2, +oo[, la fonction f est strictement croissante donc a
3
fortiori sur [v/2, 5], d’ou :

f(\/§) < funs1) < flun) < f(

)
17 3
Soit V2 < Upio < Ups1 < 13 < 5
Ainsi la propriété est vraie au rang n + 1.

|

D’apres le principe de récurrence la propriété P, est vraie pour tout entier naturel n € N*,
Ceci prouve que la suite (u,) est décroissante et minorée par v/2 donc elle converge.
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TDO01 Logique et ensemble

2. a) Soit n € N*.
|, — V2| = up — /2 puisque d’apres la question preédente /2 < .

1
Orun—\@:f(un_l—i— )—\/§
2 Up—1
1
Uy — V2 = (u?_| —2v2up—1 +2).
2Up_1
1
Ainsi u,, — V2 = (un_1 —V/2)2.

472un—1

1
Or Vn € N*,u,_1 > 1 donc |Vn € N*, u, — V2 < §(un,1 — \/5)2 .

1 n .7 z
b) Montrons par récurrence simple que Vn € N*, [u,, — /2| < (5)2 =1 On notera P, cette propriété.

Initialisation pour n =0

1
Onauy—+v2=1-+v2~ —0,41 donc lug — \/§] < B donc P, est vérifiée.
Hérédité : Soit n € N fixé.
. D 1 on+21
On suppose P,, vraie. Montrons que P, 41 vraie, c’est a dire que |u,41 — \/ﬁ\ < (5) .

1
D’apres la question précédente on a Vn € N, |u,11 — V2| < i(un —/2)2.

Soit d’apres notre hypothese de récurrence :

1.1 n+l_
[un+1 — V2| < 5((5)2 2

1 1 n-+2__
[un+1 — V2| < 5(5)2 2.

1 n+2_
[uns1 = V2l < (5)*
La propriété est donc vérifiée au rang n + 1.
D’apres le principe de récurrence la propriété P, est vraie pour tout entier naturel n.

1 n+1__
m (7)2 1

c) Ainsion a i
n—-+00

1
=0 car |=| < 1. On peut donc conclure que | lim u, = V2|
2 n—»00

La convergence de cette suite est particulierement rapide.
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