BCPST1 A & B

Devoir Maison 1 - Deuxieme partie -
correction

Exercice 1 :

Uug = 1
Soit (uy,) la suite définie par Up
3y, + 1
1. Montrer que pour tout n € N, u, > 0 et u, < 1.

Pour tout n € N, soit P(n) :0 < u, < 1.

Vn € N, Un4+1 =

Initialisation : up = 1 donc 0 < ug < 1 et P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie,

c’est-a-dire que 0 < up4+1 < 1.
U
Par hypothese de récurrence, u,, > 0 donc 3u, +1 > 0 et par quotient, up4+1 = 3711 > 0.
Unp

D’autre part, par hypothese de récurrence, u,, > 0 donc 3u,, +1 > 1 donc T
Un

Ainsi, comme u, > 0, Up41 < U, <1 car u, <1 par hypothese de récurrence.

Un,
Su, +1
Ainsi, 0 < up41 < 1 et P(n+ 1) est vraie.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie.
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2. Mont tout n € N, = .
ontrer que pour tout n un =1
1
Pour tout n € N, soit P(n) : u, = :
our tout n soit P(n) : uy T+ an
Initialisation : ———— =1 = ug donc P(0) est vraie.

1+3x0

Hérédité : Soit n € N fixé. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie,
1

c’est-a-dire que up1 =

On a

3n+1)+1 T 3n+4

u

n ’ oy . .
_— ar définition de la suite
3up +1 P

Un41 =

= —==——— par hypothese de récurrence

_ 3n+1
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Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie.



. = ]_ - 8
Exercice 2 : Soit (v,) la suite définie par { ° "
Vn €N, vpro = 4(vpt1 — vp)

Montrer que pour tout n € N, v, = 2"(3n + 1).
Pour tout n € N, soit P(n) : v, =2"(3n+1).
Initialisation : 2°(3 x 0+ 1) = 1 = ug et 2'(3 x 1 +1) = 8 donc P(0) et P(1) sont vraies.

Hérédité : Soit n € N fixé. Supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies et montrons que P(n + 2) est
vraie, c’est-d-dire que v, o = 2"2(3(n 4+ 2) + 1) = 2"2(3n 4 7).

Unt2 = 4(Unt1 — vp)
=4(2""'(3(n+1)+1)—2"(3n+1)) par hypothese de récurrence
=22 x 2" (2(3n +4) —3n —1)
=2""2(6n +8 —3n — 1)
= 2" (3n+7)

Conclusion : D’apres le principe de récurrence double, pour tout n € N, P(n) est vraie.



