TD02 — Nombres réels

TD02 — Correction

Exercice 1:

248 31 2 _ 3 4 1 14l
L (a) 1551 = 138 @ (F-3)+3G-3) =" (f) fig:%
(b)%_%"FiZ% (1 5)( 7) -
3H3)x(34%) _ _ur 3ti-8xd _ a9
(©2-2+(1+3) =1 (&) Z iy =% (8) it =4
2. (a) (@®)?2xa*=a? (f) 873x3—31 1 () 0,03x53x101 _ o5 1—4
: - 915 %2220 — 2367 J) T6x502x103° = :
(b) a*b~?(ab)* = a%b (g) G222 _ g (k) (73)2 +493 = 2.7
223 u_1 (97Tx29)7 2 35x81 _ al5
(C) 1><1 07 5 o 2 h 93><272><75 B 39 (1) 953 — 3
@ (3)"x ()" =3 (W) Tongr =3 (m) 817 (3722 x § = 57
- . 3 -3 2 _ - _
(e) Ziz‘i = () yzeroies- =510 (n) 4 126>:<383 =277
3. (a) V12=2V3 (e) V242 =11V/2 (h) % =3
(b) V27T =3V3 (f) 5v/27 — 21/48 = —5/3 (i) 2 = 35t
(c) V48 =43 3v5-1
(d) VOB =T7V2 (8) Yok x 4/ %
4. (a) 0,1°-(—0,001%)-0,01% = —10"{8) 325 =3,28125-107° (h) —9 x 1078 — 4,2 x 1078 +9,4 x
2 -8 _ . —
(b) ¥hias = 2.2 (f) 33 (impossible). 107 = —3,8- 107"
(c) 0,00594 =5,94-1073 (g) 35 x 10% 4+ 3 x 105 + 2,9 x 106 ) —0,8 x 107 40,05 x 107 + 2,32 x
(d) 124000000 = 1,24 - 108 4,09 -107. 10" =1,57-107.
Exercice 2:
_ 14t Say __ 2b _ 21a%b+7a%b% _ 3+ab
1L A= 15&22 ) 71?3% — 3a 5. B = a?a—gbza - Zl?
_ 22342242z _ z(z—1)
2. B= zﬁaﬂx—ﬁ * = 367 6. F =2t — 9y
3 C _ 1%2t26w11195 — x(:lf+1) 7 G e 7$2+1' g m
. - g;gt»i: N $73 ‘ 21 2
_ 2245 1 1 _ 4+v/34+10v2 5 _ 13
L D= o e = 8. H = 2502 — 12+ V32 - 32 = $V2

Exercice 3:
1. (a) I =[-13/8;-3/2].

(b) I=0
(¢) I=]—o00;—2[U] —2;+00]
d) I =R

Exercice 4:

1. A= ﬁ%@ — (V32433 =Vva+1(3-3V3(x+1))4. D=4(a>+2+2)>— (22> -1)> = 22 +5)(4a® +z+1)

2. B=9x—-1)-2yz—1=yr—-1 5. E = 2(2? +3)% — (34+v22%)2 = 3(v2 — 1)(2v222 +
3.C=1222-1)2 - (222 +2)?=—(z+1)42x®>+2—-1) 3(V2+1))
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6

7

z+1)? T _ (8x+4+4)(4z+2)
CF= = 8. [ = Gurtlrtd) _ 495 4 1)2
o (zD)? (V342 (VBz+V3-2)
.G = 37(§$_1)2 4 =

Exercice 5:

1.

4.

Soit x € R,
br+1=—-o+4 < Tz =3 (1)
3
— z == 2
= @)

. . . 3
L’équation a une unique solution : =

. Attention quand on divise deux fractions entre elles et quand on divise par un nombre négatif dans une

inéquation.
Soit x € R,
1 3 1 5 1
—Cr+1> a4 = P> -
Iz grt g = e > =g (3)
4
— < R (4)

On trouve que I’ensemble des solutions est ] — 00, 5] .

On se ramene a une équation produit nul en faisant passer le second membre dans le premier : I’équation est

2
équivalente & (5 — z)((2x + 1) + (z + 1)) = 0. Les solutions sont ~3 et 5.

Exercice 6:

1.

Soit x € R,
|z| =2 <= z=—-2o0uz=2

Les solutions sont —2 et 2.

2. Il n’y a pas de solution car pour tout = € R, on a |z| > 0.

3. Soit = € R,
2 +4|=0 <= 2x4+4=0 (5)
= r=-2 (6)
Il y a une unique solution : —2.
. Soit x € R,
| -2z+1=1 <<= —2z+1=—-1lou —2z+1=1 (7)
< z=1oux=0. (8)

Il y a deux solutions : 0 et 1.

. Soit z € R

On va raisonner par disjonction de cas. On étudie le signe de 4z + 1 et de 2x — 3 pour enlever les valeurs
absolues

T —00 1 5 400
4 2
4r + 1 - 0 + +
2z — 3 - — 0 +
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10

1 3
ler Cas:we]_oo?‘Z]U[i;-i-OO[
L’équation devient 4z +1 =27 — 3 < z = —2.
2emecas-:ce]_1. %[
: 13

1
L’équation devient 4z + 1= —(22 — 3) <— =z = 3

On trouve deux solutions : —2 et 3

Dans la suite, la redaction n’est pas détaillée et est donc insuffisante. Les résultats sont donnés
a titre indicatif.

6. L’ensemble des solutions est ’ensemble vide.
7.
8
9

L’ensemble des solutions est | — 5, 5[.

. L’ensemble des solutions est | — oo, —=7] U [7, +0o0].
. L’ensemble des solutions est | — 3, 1].
L’ensemble des solutions est | — oo, —3[U] — 2, +-00].

Exercice T7:

1.

. Soit z €R, —222 + T2 —5 = —(z — 1) (az—5)

Soit z € R, On résout I'équation 22 —4x +2 = 0. Le discriminant est égale & 8. Donc I’équation a deux solutions

2—V2et 24+2.
L’ensemble des solutions de I'inéquation est : ]2 — v/2;2 4+ v/2[.

. Soit x € R,

Comme 22 — 3z + 2 = (v — 1)(x — 2), 'équation a deux solutions 1 et 2

Soit x € R,

P?tr+1=1 < z(z+1)=0.

L’ensemble des solution est {—1;0}
Soit x € R,

1
202 =324+ 1=0 < 2z —1)(x—35) =0.

L’ensemble des solution est {%, 1}

2
. 5 . .
Les solutions sont 1 et 3 (équation du second degré).

On utilise les identités remarquables pour se ramener & une étude de signes :

Soit x € R,
(22 4+224+1)2 <16 = (2°+22+1)>-42<0, da>-b*=(a+0b)(a—D)) 9)
— (2 +22-3)(@* +22+5) <0 (10)
= 2 +20-3<0 (11)

car 2 + 22 + 5 > 0 pour tout x € R (car son discriminant est strictement négatif). On trouve que I’ensemble
des solutions de 'inéquation est | — 3, 1].

Dans la suite, la redaction n’est pas détaillée et est donc insuffisante. Il faudrait entre autre chose
déterminer I’ensemble sur lequel on peut résoudre ces équations et inéquations. Les résultats
sont donnés a titre indicatif.

11 faut déterminer le signe d’un quotient donc on utilise un tableau de signes. Comme Vz € R, 22 4 10z + 25 =

1
(r +5)% > 0, le signe du quotient est celui du dénominateur. Les racines du dénominateur sont —3 et —3.

L’ensemble des solutions de 'inéquation est donc | — oo, —3[U} ~ 3 400 [
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8.

10.

On se rameéne a une étude de signe en faisant passer le < 1 > dans le membre de gauche et en réduisant au
méme dénominateur :

4m2—15x—3>1<:} — 2z(z — 5) -0
202 — bz —3 ~ 202 —5r —3 ~
On a le tableau de signes suivant :
T —00 —% 0 3 ) +00
2z - — 0 + + +
T —5 — — - - 0 +
20% — + 0 - - 0 + +
5T — 3
2z(z—5) _ —
T + 0 + 0 +

3
et donc I’ensemble des solutions de I'inéquation est ]oo, —5 [U [0, 3[U[5, +o0].

On passe I'un des membres de I'inégalité dans ’autre membre et on réduit au méme dénominateur pour se
z? —Tr +12

— X < 0.
(z— 1)z —2)
Comme on veut faire une étude de signe, on ne développe pas le dénominateur. On trouve que I’ensemble des
solutions de I'inéquation est |1,2[U[3, 4] (attention aux valeurs interdites!).

ramener a une étude de signes. On trouve que l'inéquation proposée est équivalente a

En faisant passer le membre de droite dans le membre de gauche et en réduisant au méme dénominateur, on
trouve que
2 a? — 4z + 2
r+—-—<4 &= ——— <0
x x

On fait un tableau de signes en cherchant au préalable les racines du trindme au numérateur. On trouve que
I’ensemble des solutions de 'inéquation est | — oo, 0[U[2 — /2,2 + v/2].

Exercice 8:

1.

On résout 1’équation en faisant le changement de variable X = x2. On se ramene 4 une équation du second
1
degré admettant pour solution X = —1 ou X = —. Les solutions de I’équation initiale sont ——— et —.
g 2 V2 V2

2. Les solutions sont —1, 1, —v/2 et /2.

On résout I'inéquation sur RT car la racine carrée est définie sur RT. Soit x € R™, on fait le changement de
variable X = /2. On a alors :

8 —18y/r —11 >0 8X2 - 18X —11>0

On calcule le discriminant du polynome du second degré A = 676 = 262. Donc le polynome admet deux
racines : —% et %. Donc :

11

1
8X2—18X—1120<:>X€]—oo;—2]u[47

=

11
& X e [4;4—00[ car X >0

11
S X > —
!

11
@ﬁzz

121
S > 16 car la fonction z — x2 est croissante sur RT.

Donc I’ensemble des solutions de I'inéquation (en x) est [16’ +00 [
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Exercice 9:
On note respectivement A, B, C, D, E et F' ces ensembles.

1. On a sup(A) = max(A4) = 2 et inf(A) = min(A4) = 0.

2. Cet ensemble n’est pas majoré ni minoré. Il n’admet donc pas de borne inférieure ni de borne supérieure (et
donc pas de maximum et de minimum).

3. On a max(C) =sup(C) = 4. On a inf(C') = 3 mais C n’admet pas de minimum.

4. On peut écrire plus simplement l'ensemble D : D =] — oo, —1[U]1, +00[. Cet ensemble n’est ni majoré, ni
minoré : les nombres max (D), min(D), sup(D) et inf(D) n’existent pas.

5. On a E =|1,+4o00|. L’ensemble E n’est pas majoré donc max(E) et sup(E) n’existent pas. On a inf(E) =1 et
min(F) n’existe pas.

6. Il est utile de représenter géométriquement I’ensemble F'. Cela permet de voir que F' = R* ce que ’on démontre
ensuite par double inclusion. On se retrouve dans la méme situation qu’a la question 2.

Exercice 10:

1. En encadrant (—1)" et 7) on trouve que A est majoré par 2 et est minoré par —1. Donc A est borné.

n+
2. On utilise la propriété de la borne supérieure/inférieure d’un sous-ensemble de R majoré/minoré.

3. L’ensemble A possede un plus grand élément qui est 2 (obtenu en prenant n = 0). Donc max(A) = sup(4) = 2.
On a inf(A) = —1 et on montre en raisonnant par ’absurde que cette borne inférieure n’est pas atteinte. Donc
A n’a pas de plus petit élément.
Exercice 11:
1. L’ensemble des solutions de (S7) est {( ,

)}
)}

NN EEEN[VY]
SN

)
L’ensemble des solutions de (S2) est {(
) est 0.
) est {(1,-1,5)}.
L’ensemble des solutions de (S2) est {(1, —c¢,c)|c € R}.
6. L’ensemble des solutions de (S3) est {(—2,4,—3)}.

Exercice 12: Soit (a,b) € R. On a, par définition

(

(

L’ensemble des solutions de (S3

L’ensemble des solutions de (.52
(

Gk N

asia=>b

bsia<b

max(a,b) = {

1l faut étudier 1(a+ b+ |a — b|) quand a > b et quand a < b.
Exercice 13:
On a

n n3 +n? —n?

n+1 n+1

n? + n? n?

n+1 n+1

o, nf4mn-—n-—-1+1
- n+1

s ni4+n n+1 1

n+1 n+1_n+1
1

n+1

=n?—n+1-

Ainsi
2

n? 5 1 5 1
=[n"—n+1- =n"—n+1l+|———|=n"—n
n+1 n+1 n+1
Exercice 14:

Soit (z,y) € R? et n € N*.
On a n|z| < nz. Ainsi n|z] est un entier inférieur & nx, d’'ou n|z| < |nz|.
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De plus on sait que z < [z| + 1, d’ou nz < n|z] + n.
Ainsi |nz] —n|x] < n. Or [nz| —n|z] est un entier et on rappelle que, si k est un entier alors 'inégalité k < n
est équivalente & k< n—1. On a donc [nz| —n|z] <n-—1.

Exercice 15:
1. Soit z € R,
T+2>0 << > -2
Le domaine de validité de ’équation est [—2, 4o0[ (car la fonction racine carrée est définie sur R.)
Soit x € [—2, +o0].
* ler cas : x € [—2,4[. Alors z — 4 < 0 et comme vz + 2 > 0, I"équation n’a pas de solution dans [—2,4]

* 2 éme cas : x € [4,+00[. Alors x —4 > 0 et v/x +2 > 0 donc comme la fonction carrée est strictement
croissante sur R, on a

Vit2=2—-4 < z+2=(r—-4)? < 22 -924+14=0

Cette équation du second degré a deux solutions réelles : 2 et 7. Or, x appartient a l'intervalle [4, +o00]
donc x = 7.
Conclusion : I’équation proposée admet une unique solution dans R qui est z = 7.

2. Le domaine de validité de 1’équation est [1,4o00[. Soit = € [1,+oo[. On multiplie ’équation par la forme
conjuguée du terme de gauche. On raisonne alors par implication (on pourrait raisonner par équivalence en
montrant que pour tout x € [1,+oo[, vz — 1 — vz +4 #0).

Ve—T1+Ve+d=Vo= (Vo—1+Vo+4) (Ve —1-Vz+4) = V5 (Vo -1z +1)
:>1‘—1—(:U+4):\/5(\/:L‘—1—\/:1;—|—4)
= -5=V5(Vz—1—Vaz+1)
= V5= (Vo —1-Va+4)
= V5= (Vo+4d- Vo1

On a donc :

Ve—1+vVz+4=+5
Vi+d—vVe—1=+5

Jx—1+¢x+4=\f5:{

En additionnant les deux lignes on obtient :
2Vx +4=2V5

donc vz +4 = /5 donc z +4 = 5 donc z = 1. Comme on a raisonné par implication il faut vérifier que la

solution convient. On a bien :
VI—1+vV1+4=0+vV5=15

Donc I'ensemble des solutions est S = {1}.

3. Le domaine de validité de ’équation est | — oo, —1] U [2, +o0] et il faut que 3z 4+ 2 > 0. En élevant au carré, on
obtient une équation du second degré qui n’a pas de solution. Donc I’équation de départ n’a pas de solution
dans R.

4. Le domaine de validité de 'inéquation est [—1,4o0[ et il faut que 2z —3 > 0 (& cause de la racine carrée).
On éleve au carré (on raisonne par équivalence). On trouve que l'ensemble des solutions de I'inéquation est
] 13 ++v41 {
T, +oo|.

5. Le domaine de validité de l'inéquation est | — oo, —4] U [5, +00[. On trouve que ’ensemble de solutions de
I'inéquation est | — oo, —4].

1 2
6. Le domaine de validité de I’équation est [4, +00 [ L’ensemble de solutions est [3, +oo] .

7. L’inéquation n’a pas de solution.

Exercice 16:
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1. On commence par étudier le signe de 2x + 3 et de 2z — 1 suivant les valeurs de x. On résout ensuite I’équation
en étudiant plusieurs cas. On trouve que I'ensemble de solutions est {—6,0,2}.

2. On commence par étudier le signe de 2z — 3 et de 3z + 5 suivant les valeurs de x puis on traite plusieurs cas
pour résoudre 'inéquation. On trouve que ’ensemble des solutions est

Joeslo] -5

3. On utilise le fait que /(32 4+ 5)%2 = |3z 4 5|. On trouve que I’équation n’a pas de solution.
4. Soit z € R, on note (F) I’équation |2z — 1| — 1 = |z + 3|

On a les équivalences suivantes,

1
2x—1>0<:>:v>§ (12)
r+3>0 < x>-3 (13)
Nous allons distinguer les cas.
1
lercas:six2§

alors I’équation (E) devient 2z —1—-1=xz+3

Cette équation & une solution dans [3;+oo[ : z = 5.

2emecas:si—3§m<§

alors I’équation (E) devient -2z +1—1=2+3
1
la solution de I’équation dans [—3; 5[ est —1.

deme cas :six < —3

alors I’équation (F) devient —2x +1—1=—x —3

Cette équation n’ a pas de solution dans | — co; —3|. En effet la seule solution dans R de cette équation est
3 ¢] —o0; —3|.

Conclusion

L’ensemble des solutions de l'inéquation (E) est S = {5; —1}

5. L’inéquation est valide si et seulement si z + 3 # 0. On cherche donc des solutions sur R \ {—3}.
Soit x € R\ {—3},
T —2

} |z — 2|
x+3

|z + 3|
& |z —=2[>zx+3|car |z +3[>0
Distinguons ’écriture de cette inégalité en fonction de l'intervalle considéré.

|>1 <

<|>1

Ry —00 -3 2 +00
|z — 2| —x+2 —z+2 0 x—2
|z + 3| —x—3 0 x+3 z+3
|z —2| > |z + 3] —x+2>-2-3 —x+2>x+3 z—-2>x+3

Ainsi :
* Soit z €] — 00, —3],
lt —2|>|x+3|e —2r+2>—x—3< 2> -3, toujours vrai donc ’ensemble | — oo, —3[ est solution.
* Soit z €] — 3,2],
lz—2|>[z4+3| & —z+2>2+3< 2 < 3, donc Pensemble | — 3, 5[ est solution.
* Soit z € [2,400],
lt —2|>|x+3|<x—2>2+3 < —2> 3, impossible.

Conclusion : | L’ensemble des solutions est | — oo, Zt[\{—3}
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6. 22 —3x+2=(r—1)(x—2) et 222 -2=2(x - 1)(z+1)
Distinguons I’écriture de cette inégalité en fonction de 'intervalle considéré.

T —0 -1 1 2 +00
|22 — 3z + 2| 22— 3x+2 22 —3x+2 0 —2243x—-2 0 22-3x+2
1222 — 2| 222 -2 0 22242 0 2222 222 — 2

* Soit z €] — o0, —1],
|22 —3r+2| <222 -2| 2?2 -3z +2< 222 -2& (z+4)(x—1) >0 < x €] — 00, —4] U1, +o0[ donc
I'ensemble | — 0o, —4] est solution.

* Soit z €] — 1,1],
|22 =3z +2[ <222 - 2| 22 -3x+2< 222+ 2 3x(r — 1) <0 < 2 € [0,1], donc 'ensemble [0, 1] est
solution.

* Soit x €]1,2],
22 —3x +2] <222 - 2| & 2?2+ 32 -2< 222 -2 & 3x(x —1) > 0 & 2 €] — 00,0] U[1,+oo[, donc
I’ensemble |1, 2] est solution.

* Soit = €]2, +o0],
22 —3r+2| <222 -2| &2 -3z +2< 222 -2 (z+4)(x—1) >0 x €] — 00, —4] U [1, +00[ donc
I’ensemble |2, +oof est solution.

Conclusion : |L’ensemble des solutions est | — oo, —4] U [0, +oo[|

Exercice 17:

1. 1l faut traiter & part le cas m = 0 qui correspond & une équation du premier degré. Si m # 0, alors on a
affaire & une équation du second degré de discriminant A,, = (m — 3)%(m + 3)? (en factorisant & I’aide des
identités remarquables). On discute ensuite suivant les valeurs de m, c’est-a-dire suivant le signe de A,,. On
trouve que ’ensemble des solutions est

{0}  sim=0
{-1} sim=-3
{1} sim=3

3 m

m’ 3 Sinon

S =

2. Le discriminant vaut A,, = 4(m — 1)(m + 1). L’ensemble des solutions est

%) sime]—1,1]
S {-1} sim=1
e {1} sim=-1

{-m—-vm?-1,—-m++vm?—1} sinon

3. On pose X = e de maniére a se ramener a une équation du second degré en X. Le discriminant vaut
Ay, = (1 —m)(3m + 1) puis on raisonne suivant le signe de A,,. On trouve que 'ensemble des solutions est

S — { {0} sim e R_
m {0,In(m)} simeR%
Exercice 18:

1. Penser & utiliser I’expression conjuguée et & encadrer 2y/n = \/n + \/n.

2. En sommant les inégalités, on trouve que la somme S dans la partie entiere est telle que 198 < S < 199. Donc

1S] = 198.
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