BCPST1 A & B Vendredi 23 septembre 2022

CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 1

Exercice 1 - Résolution d’(in)équations
1. Soit z € R. Alors :

Bz —1]|=7 <= 3z —1=—-Toudz—-1=7
<= 3r=—-6o0udxr =28

8
<= xz—?ouac=§

L’ensemble des solutions de 1’équation est :

8
S=49-2;=
3}
2. On sait que pour tout y € R, on a |y| > 0. L’inéquation proposé est toujours vraie. L’ensemble des

solutions est

1
3. Soit x € R\{§} Alors :

4x+5
20— 1

4dr + 5
20 —1
4 + 5 4dr +5

<2

'<2 = -2

<~ —2<2x71et 2x—1<2
8 +3 7
t
— 0< 97 —1 % 97 1 <0
8 3 7
e Résolution des inéquations 0 < s et <0
2z —1 2z — 1
3 1
Z -0 —= — +00
8 2
8r + 3 — 0 + +
2¢ — 1 — - 0 +
8z + 3
r— + 0 +
’ — - +
20 — 1
L’ensemble des solutions de I’inéquation est donc :
3
S=|-00; —=
|-l

4. Soit x € R.

4
—3r+4>0 <— :c<§

—54+2>0 < x>5

Distinguons suivant les intervalles



T —0 é 5 +00
3
| — 3z + 4] -3z +4 0 —(-3z+4) —(-3z+4)
| =5+ x| —(=5+) —(=5+z) 0 -5+

4
e premier cas : x € ] —00, 3} ,

| -3z +4|+|-5+2/=10 & -3z+4—(-5+=z)=10
& —4r+9=10

= r=—

1
Dans ce cas la solution est ~1 car —

3
| -3z+4|+|-5+2|=10 & —(-3x+4)—(-5+x)=10
& 20+1=10
9
2

. 4
* deuxiéme cas x € } -, 5] ,

< T =

4
Dans ce cas la solution est g car 5 € } 3 5] .

* troisiéme cas : x €5, +00|,
| -3z +4|+|-5+2/=10 & —(-3z+4)—-5+2=10

& 4dr-9=10
19

4

19
Comme T < 5 il n’y a pas de solution dans ce cas.

T

L’ensemble des solutions de I'inéquation est donc :

19
s={-33)

Exercice 2 - D’autres résolutions d’inéquations

1. % On cherche le domaine de validité D de 'inéquation. Soit z € R. Alors :

7
€D <— 3x+720 x>_§

Donc D = {;,Jroo{
* Soit x € D.

e premier cas : x < 1

Onaxz—1<0et V3z+47¢€R,;. Donc l'inéquation est toujours vraie. Dans ce cas, ’ensemble

des solutions est DN]-oo, 1[= [f; 1]

e deuxiéme cas : x > 1

Comme la fonction carrée est strictement croissante sur Ry
et commez —1€Ry et vV3z+7€R ,0ona:

r—-1<V3r -5 <= (r—-1)2<3z+7
— 22 -2 +1<3x+7
— 2°-52-6<0
Le trinéme x® — 5z — 6 a un discriminant égal & 1 et ses racines sont —1 et 6. L’ensemble des

solutions dans R de I'inéquation 22 — 52 + 6 > 0 est donc [—1,6]. Dans ce cas, I’ensemble des
solutions est [—1,6] N [1, +oco[= [1, 6]



7 7
Par conséquent, ’ensemble des solutions de I'inéquation initiale est [—g, 1[U[1, 6] = [_5’ 6|

2. Domaine de validité : soit x € R, 'équation est valide si et seulement si 22 + 2 — 2 # 0.
Le discriminant du trinéme 22 + 2 — 2 est 9. L’équation z? + z — 2 = 0 a deux solutions 1 et —2.
Le domaine de validité de I’équation est : D =R\ { =2 ; 1 }.

Soit x € D,
222 + 3z - 222 + 3z 950
x2+x—2 2 +x—2
222 + 3z 2x2+2w—4>0
2?2+ —2 x?2+a—2
x+4
——>0
24+ —2
Effectuons un tableau de signe afin de résoudre cette inégalité.
T —00 -4 -2 1 400
x+4 — 0 + + +
22+x—2 + + (6] — 0 +
2
22° + 3z B 0 n B n
22 +x—2
Conclusion : L’ensemble des solutions de 'inéquation est S = ] —4; —2[U}1 ; 4ool.

Exercice 3 - Une premiére suite

6
Pour tout n € N, soit P(n) : "u, = 5t B,
3+2n
Initialisation : Montrons que P(0) est vraie.
On a 346x0 1 = ug donc P(0) est vraie
3+2x0 " '

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose que P(n) est vraie et on montre que P(n + 1) est vraie, i.e que
3+6(n+1) 34+6n+6 9+6n
3+2(n+1) 3+2n+2 5+4+2n

On a:

Unp+1 =

Upt1 = par définition de la suite

6 — uy,
9 . )
=—371g, PV hypotheése de récurrence
3+ 2n
B 9
- 184+ 12n—3 —6n
3+2n

9
~ 15+ 6n
3+ 2n
9(3 +2n)
15+ 6n
_ 3x3(3+2n)
— 3(5+2n)
_9+6n
54 2n

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie.



Exercice 4 - Une deuxiéme suite

Pour tout n € N, soit P(n) : "z, =3 x 2" —17.
Initialisation : Montrons que P(0) et P(1) sont vraies.
Ona3x2’—1=3-1=2=mxpet3x2" —1=6-1=5=2x; donc P(0) et P(1) sont vraies.

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies et on montre que P(n + 2) est
vraie, i.e que 49 = 3 X o2 _q,
On a:
Tpyo = 3Tpy1 — 22, par définition de la suite
=3(3x 2"l —1) —2(3x 2" —1) par hypothése de récurrence
=9x 2"t —3-3x 2" 42

=6gx2"tl 1
=3x2x2"tt 1
=3x2"? -1

Donc P(n + 2) est vraie.

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence double, pour tout n € N, P(n) est vraie.

Exercice 5 - Le flocon de Von Koch

1. On considére un triangle équilatéral ABC de c6té a et on note H le point d’intersection de la hauteur
issue de A et de la droite (BC).

Le triangle AHC est rectangle en C. D’aprés le théoréme de Pythagore,

2 a®> 3
AH? = HC? — AC? = 2_(9) —2_ Y 22
C C a 5 a 1 4a

Ainsi, AH = a?.

a X a—\/g

b haut
Donc l'aire de ABC est ase x hawteur 2 _ a2£.
2 2 4
2. P est un triangle équilatéral de coté 1 donc aire de Py est A1 = T

1
L’aire de P» est l'aire de P; a laquelle on rajoute 'aire de 3 triangles équilatéraux de coté 3 Donc

1N’V3 V3 3 V3 VB 1 V3 4 V3 V3
A2—A1+3X<3>4—4+9X4—4+3X4—3X4—3
4n—1
3. Pour tout n € N*, soit P(n) : "4, = ? + 32£ (1 - (9) ) "

Initialisation : Montrons que P(1) est vraie.

V3 33 AN WRVA] :
R + 50 1— (9) == Ay donc P(1) est vraie.

Heéreédité : Soit n € N fixé. On suppose que P(n) est vraie et on montre que P(n + 1) est vraie, i.e que

)



Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N*, P(n) est vraie.

Exercice 6 - De la logique

1. (a) Ona8=7x0+8x1. Donc8€FE
(b) Ona37=7x3+8x2. Donc37€ FE
(¢) On raisonne par absurde. On suppose que 3(k,l) € N, 1 =7k + 8!.
Sil=7k+8lalors8 =1—-Tk<1.0Onadoncl!<
Comme [ € N, on obtient [ = 0.

Doul="7ket k= % Or k£ € N CONTRADICTION.

ool —

2. (a) Soit z € R,
On consideére la contraposée © 20 = (e >0, z < —e ou = > ¢)
(b) On suppose que z # 0 et on veut montrer 3¢ > 0, = < —e ou = > .
On va raisonner par disjonction de cas (sur le signe de ).

* Si x est positif, on peut prendre € = 5 > 0. En effet, x > 5

x x
* Si x est négatif, on peut prendre € = —3 > 0. En effet z < —e = 5 <0

Dans tous les cas, on a trouvé un nombre ¢ > 0 qui convient. Donc la contraposée est vraie.
On a montré que |Ve > 0,—e <z <e¢ — z=0.

3. On veut montrer que le produit de deux nombres pairs est pair.
Soit p; et po deux nombres pairs.
Montrons que p; X ps est pair.
p1 est pair donc Jk; € N, p; = 2k;.
p2 est pair donc Jko € N, po = 2ks.
On a donc p; X py = 2k X 2ks = 2(2ky X ko)
Donc p; X ps est pair

Conclusion : On a montré que ‘ le produit de deux nombres pairs est pair. ‘

4. Soit (z,y) € R% On procéde par disjonction de cas :
Premier cas : z <y

Saty— ey =S4y~ (y—2) = 5(20) = v = minz,)

Deuxiéme cas : =z >y

Sty —lr ) =5ty (o —y) = 5(29) =y = min(a.)

Conclusion : on a montré que | pour tous z, y € R, min(z,y) = —(z +y — |z —y|).

1
2




