TDO04 Fonctions usuelles

TDO04 — Correction
Je m’échauffe avec les compétences de base ! I

Exercice 1:
Il s’agit ici d’utiliser les propriétés du logarithme :
In(ab) = In(a) + In(b), In($) = In(a) — In(b) et In(a") = nln(a) pour a >0, b >0 et n € R.
Se rappeler aussi que le logarithme et I’exponentielle sont des fonctions réciproques si bien que :
(@ = ¢ pour a > 0 et In(e*) = a pour a € R.

On obtieglt :
A=In(e2)+V3=3+V3
B = ln(e%) =1
In(2—2 -2 _ 1 _1
C €n(23 ) = 2 2 52 =
n(3 3
D= 617(2) _2_1
eln(6) 6 4
Exercice 2
1. 0201 5 o—0+3 _ o2 5. In(8) — In(2) = 21n(2) o 3™ iy
9. (e —z4l o )2 1 " 2In(e*-1) 2072
. e4ZB+2 7 1 2x — 2 29r+3 . 2
2043 o o —37+2 | n(e™) . 11. Se=r =
— xXr— x —x
4. < od ) - ¢ 8. In(e® %) —In(e®t) = -8 12, - =e* +1
Exercice 3:
1. Soit x € R,
62;U -1 _ 6233(1 _ 6—21)
er+1 (14 e ")
e2:p 1— 6—233
T 1qew
_ 1— 6—233 .
1+e®
2. Soit x € R,

(" +e ™) —(e"—e )P =(e"+e "+ —e ") (" +e " — (" —e ™)) identité remarquable

3. Soit x € R,

er—1 ef(1—e™™)
e?+1  er(l+e?)

_ 1—e7%
C14e®
4. Soit z € R, On va partir du membre de droite.
e —1 - e’ 1
e2r | g2z g2z
— et _ e—2x

Exercice 4:

1. Soit n € N, log(10™) = ln((110(;1)) - nhlfz%?) -n
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2.

3. Soit N € N*, on cherche n € N tel que 10"~! < N < 10". Comme la fonction logarithme décimal
est strictement croissante sur R, on a n —1 < log(N) < n. D’ou par définition de la partie entiere
n —1 = [log(N)]. On obtient bien n = |log(N)] + 1. Le nombre de chiffres dans I’écriture décimale
de N est n = |log(N)| + 1.

4. On calcule log(20022°3) = 2003 log(2002) ~ 6612, 8.
Donc [log(20022093) | = 6612.
Le nombre 2002209 a 6613 chiffres

Exercice 5: Soit (z,y) € (R*)?

N (m—;y) @ ) <x—2ky> , btz

In <“”” ; y> > In(\/73)

r+vy
2

Tty =2y

T —2y/xy+y >0

(vVx — /y)* > 0 (Toujours Vrai)

> /rycar exponentielle est strict. croissant sur R.

rrere v

Exercice 6:
1. Soit z € R, on pose X =e® € R’
L’équation devient X2 — X — 6 = 0. Le discriminant est 25;0. L’équation a deux solutions 3 et —2.

Revenons a la variable x.
e —e® —6=0 <= e%=3oue® = —2impossible

<= 1z = In(3)car x — In(x) strictement croissant sur R

L’ensemble des solutions est {In(3)}

2. Soit x € R,
3e" —TeT"—20=0 <= e " (3> —7—20e") =
> e " (3e® —20e” —7)
3e?" —20e” —7=0

0
0

On pose X =e” € RY}
L’équation devient 3X2 — 20X — 7 = 0. Le discriminant est 222 > 0. L’équation a deux solutions —%
et 7. Revenons a la variable x.

1
322 —20eT —7=0 <= e% = ~3 (Impossible) ou e® =7

— z=1In(7)
L’ensemble des solutions est {In(7)}

Exercice T: ,
— (ab)c = a*) FAUX, on a, par exemple (21)2 — 4ot 2°) =2,
— (ab)c = a’ VRAI, en effet

<ab>c = exp(cIn(a’)) = exp(cln(exp(bln(a)))) = exp(cbln(a)) = a®

— aba® = a’ FAUX, on a, par exemple, 2! x 21 =4 et 21¥1 =2,
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@

( ) VRAI c’est un cas particulier de la deuxiéme égalité avec ¢ = 2
ab)c = a2bz FAUX, on a, par exemple (2 x 2)2 = 16 et 23 x 25 = 4.
a -+ b) = a° + b HORRIBLEMENT FAUX, on a, par exemple, (1 +1)2 =4 et 12 +12=2.

( 0 = ) VRAI, c’est une conséquence de la deuxieme égalité, les deux termes étant égaux a a’®.
Exercice 8:

—~

Exercice 9:
On utilise ici les quatre propriétés qu’il faut parfaitement maitriser :

1. Soit x € R,

eQ$+3e$—4 3z—1

<2 < e <2

< 3z — 1 <In(2) car x — Inx strictement croissant sur R’
In(2) +1

— <
3

L’ensemble des solutions est }—oo; % {

2. Soit € R, On détermine le domaine de validité de 1’équation. Les polynomes 2 + 2 et {L‘2 +2x+4
n’admettent pas de racines réelles. Donc 1’équation est valide sur R.

3 3% + 2
2 2
In(22° +2) —In (733 + 2z + 4> =In(7) <= In (W) = In(7)

322 +2
322 +2
To 20
—14x — 26

e 13

7

=7 car z — e” strictement croissant sur R

=0

Pt 1

L’unique solution est —g
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3. Soit y e R

|2 +1|>5 <= > +1>50uy®+ 1< —5 Impossible
— P +1>5
— y2 >4
<= |y| > 2 car z — /7 strictement croissant sur R
— y>2ouy< -2

L’ensemble des solutions est |—oo; —2] U [2; 4+-00].

4. Soit z € R,
Br—9| <1 & —-1<32z-9<1
o 3<rsl

donc |x € [%,%]

5. Soit z € R,
e\x2+2x73\ -1

& |22 + 22 — 3| =0 car x — e? strictement croissant sur R
& 22420 -3=0

& (e-1)@+3)=0

& z=1loux=-3

6. Soit x € R, On recherche le domaine de validité de I’équation :
2 +20-3=0 < r=1ouz=-3.

Soit x € R\ {—3;1},
In(jz? + 22 —3|) <0 & |22 +22—3| <1 car z — Inz strictement croissant sur R
& —-1<z2+20-3<1
& 22420 -2>0et2?+20-4<0
La résolution de 22 + 22 — 2 = 0 donne #1 = —1 — V3 et 29 = —1 + /3 donc 22 + 22 —2 > 0 &
I'extérieur des racines.
La résolution de 22 + 22 — 4 = 0 donne 1 = —1 — V5 et 29 = —1 + /5 donc 22 + 22 — 4 < 0 entre
les racines.
Ainsi
224+ 22— 3| <1 z€]—o00,—1—V3]U[-143,+oc] et z € [-1 — /5, -1+ /5]
L’intersection des deux ensembles de solutions donne

(-1 -5, -1 - VBJU[-1+ V3, -1+ V5]\ {-3;1}

7. Soit x € } =2 2 [ (pour que In(4 — 3z?%) soit bien défini)

V3 V3
|In(4 —322)] =0 < In(4—32%)=0
& 4-322=1
car la fonction exponentielle est la fonction réciproque du logarithme et e? = 1
s 2=1
&S x=1loux=-1

¢

On a bien 1 €€] =2, 2 [ et —1 €] =2,

3
Ainsi |z € {-1;1}

Exercice 10:
1. Pour z €] — 00, —2], f(x) = —4x + 8
Pour z €] — 2,3], f(x) = —22 + 12
Pour z €]3,4+o00[, f(z) =42 —6

2. Représentation graphique :

[-

g
d
ey
o
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\ 4

Je me perfectionne! I

Exercice 11:

1. oV® = (Va)*
Remarquons d’abord que cette équation n’a de sens que pour z €]0,4+o0c[. On se limitera donc & cet
ensemble.

Soit x > 0, on a alors
T T
2V® = exp(v/z In(z)) et vVz© = exp(zIn(v/z) = exp (5 ln(x))

La fonction exponentielle étant bijective, notre équation est alors équivalente a 1’équation
x

Vrin(z) = 5 In(z)

x étant strictement positif, on peut multiplier par % de part et d’autre de notre équation. En multi-
pliant par 2 et en passant tous les termes d’un coté on aboutit alors a ’équation

In(z) (\f— 2) =0
C’est-a-dire
In(x) =0 ou vz =2
Les solutions de cette équation sont 1 et 4.
Finalement 1’ensemble des solutions de 'équation zV* = (\/z)" est {1,4}.
2. e +el T =e+1
On va travailler par analyse-synthese. Soit z € R une solution de cette équation. Posons y = exp(x) > 0.
y vérifie alors y + £ = e + 1. Ainsi, y vérifie y? — (e+ 1)y +e =0, c’est-a-dire (y —e)(y — 1) = 0.
On a donc z € {1,e}, d'on x € {0,2}.
Il est ensuite aisé de vérifier que 0 et 1 sont bien des solutions de 1’équation e* + ¢! =% = e + 1.
Finalement, ’ensemble des solutions de I'’équation e* + e!=% = e + 1 est {0, 1}.
3. (:UQ)I = 2(=*)
Remarquons d’abord que cette équation n’a de sens que pour z €]0,+oo[. On se limitera donc a cet
ensemble.
Soit z > 0, on a alors

(z%)" = 2 = exp(2z In(z)) et 2(7%) = exp(2? In(z))
La fonction exponentielle étant bijective, notre équation est alors équivalente a I’équation
2z 1n(z) = 2 In(2)

C’est-a-dire
z(z —2)In(z) =0

On voit facilement que l'ensemble des solutions de I'équation (22)” = 2(7*) est {1,2}.
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4. 22x _ Sxf% — 3m+% _ 223:—1

Notre équation est équivalente a
22x + 22.%71 — 3x+% + 3907%

C’est-a-dire

1 1
47 (14+2) =3 \/§+)
(1+3) =2 (B+ 5
Voire encore A
4 4
exp (a:ln <>> = ?
3 2

Finalement on aboutit a

n(2)

_ 3In(2) —3In(3)  61In(2) — 31In(3)
~ 2In(2) —In(3)  4In(2) —2In(3)

8
3v/3

) (3

V3

D’ou

L’ensemble des solutions de 1’équation 2% — 32=3 = 3%+3 _ 2221 gt donc {

Exercice 12:

1. Quel est le nombre de chiffres en base 10 du nombre 243112609 2

2431 12609

On cherche a encadrer entre 2 puissance de 10. On cherche n € N* tel

10™.
Soit n € N*,

) — 3In(2) - ;111(3)

61n(2)—31n(3)
41In(2)—21n(3)

j

que 107171 < 243112609 <

107"~ < 28312609 < 10" = In(10" ) < In(2*¥1129%9) < In(10") car = — In(z) strictement croissant sur R,

> (n—1)In(10) < In(2%3112699) < 1n(10)

On calcul le logarithme décimale de 243112609) (3 1a calculatrice) et on trouve n = 12978189.

Démontrer que log;o 2 est irrationnel.
Raisonnons par ’absurde. Supposons que log;, 2 est rationnel.

Donc il existe (p,q) € N x N* tel que log;(2 = g
On a donc 11111((120)) = %

Et par conséquent ¢In(2) = pIn(10)

D’ou 29 = 10P.

Ce qui implique 2977 = 5P,
On trouve p = ¢ = 0. Contradiction.
Par ’absurde, on a montré que log; 0(2) est irrationnel.

Exercice 13:

1. L’équation est valide si et seulement si z # —2.

Soit x € R\{—2}

r—1 ei >0
T+ 2 2 z—1 9 2
e <e” — PR < z car e >0 ' ‘
x — In(x) est strictement croissante sur R
—1 9o
T+ 2
—T—95
<0
T+ 2

On est ramené & 1'étude du signe d’un quotient. L’ensemble des solutions est | — oo, —5[U] — 2, +0o0[.
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2. Soit x € R,

+4

— " =¢

Comme e**t* >0, e > 0 et que = — In(z) est strictement croissante sur R%, on a

o 20+1
e =e << v+4=1
= r=-3
On trouve une unique solution z = —3.

3. Notons D le domaine de validité de I’équation. Soit z € R

r+2>0
re€D — r—2>0 <= T > 2.
20 +11 >0

Le domaine de validité est D =]2 ; +o0].
Soit x €]2 ; +o0],

In(x +2)+In(zx —2) =In(2z + 11) <= In ((x +2)(x — 2)) = In(2x + 11)
— (x+2)(x—2) = (2x+ 11) car = — e” strictement croissante sur R.

— 22 -22-15=0

L’unique solution de I’équation est x = 5.

Dans la suite, la redaction n’est pas détaillée et est donc insuffisante. Les résultats sont
donnés a titre indicatif.

36—1—1]

4. Le domaine de validité de I'inéquation est |3, +oo[. L’ensemble des solutions est ]3, >
e p—
5. Pour tout € R, on a €” + 1 > 0. L’ensemble des solutions est | — oo, —1[.

6. Le domaine de validité de I'inéquation est | — oo, —e[U]e, +00[. L’ensemble de solutions de 'inéquation
est [—v/2e, —e[Ue, v/2¢].
7. Pour tout x € R, on a e™* 4+ 1 > 0. L’ensemble des solutions de I'inéquation est R* .

8. Tout d’abord, le domaine de validité de 'équation R\ {—1,—1} (car on doit avoir |z + 1| > 0 et
2z + 1| > 0). Soit € R\ {—1,—4}. On utilise les propriétés du logarithme :

rz+1 D ()

In(|lz + 1) —In(|2z + 1]) = In(2) <= ... <= ln(

22 +1
x+1|
2x—|—1‘_
z+1 _ 9 0u x—i—lz_
2z +1 20 +1

ol I'avant-derniere équivalence provient du fait que la fonction In est strictement croissante sur R*.

. ) . . . . . 3 1
On résout les deux équations quotients et on trouve que les solutions de I’équation sont ¢ — =3[
1 . . ) . N
9. Remarquons que les valeurs — et —3 ne peuvent pas étre solution de l’équation (& cause de In).

En utilisant le fait que = +— exp(z) est strictement croissante sur R, on trouve que ’équation est
équivalente a |4z — 1| < e|z + 3|. On étudie ensuite le signe de 4x — 1 et = + 3 suivant les valeurs de

1—3e 1+3 1
x et on trouve que I'ensemble des solutions est ] ¢ Lfsoe [\ {}

d4e 4—e 4
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222 4 3z
2+ —2 >0
Le discriminant du trinéme 22 + z — 2 est 9. L’équation 22 + 2 — 2 = 0 a deux solutions 1 et —2. De
plus, on a Vz € R, 222 + 3z = 2(2x + 3).
Le tableau de signe est le suivant :

10. Domaine de validité : soit x € R, I’équation est valide si et seulement si

x —00 -2 -3 0 1 +00
207 + 3z + + 0 - 0 + +
22 +r—2 + 0 — — - 0 +
2
e+ 5 + -0 + 0 - +
2?24z —2
Le domaine de validité de I'équation est : D =] — oo ; —2[J] — % ; O[U]1; +ool.
Soit x € D,
(223 ) )50 s (2553 ) L) (1)
n{—-——9,—-In n{———— n
24+ —2 2+ —2
272 + 3
;Ui” > 2 car la fonction exp est strictement croissante sur R.
rét+x—2

(2)
222 4+ 3z 222 4+ 2x — 4
5 > — (3)
¢ +x—2 xé+x— 2

r+4
— >0 4
22+ —2 (4)

Effectuons un tableau de signe afin de résoudre cette inégalité.

T —00 -4 -2 1 400
z+4 - 0 + + +
22tz -2 + + 0 - 0 +
2
2z“ 4+ 3z B 0 n B n
2+ x—2
Concluson : L’ensemble des solutions de I'inéquation est S = ] -4 —2[U]1 ; 4ool.
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