BCPST1 A & B

Corrigé du Devoir Maison 2

Probleme 1 : Une équation de degré 3

On étudie ’équation :

() 4953—395—?:0.

Partie A — Localisation des racines

1. f est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale. Pour tout = € R, f/(z) = 122? — 3 =
3(42% —1) = 3(2z — 1)(2z + 1).
On en déduit le tableau de signes de f’ et le tableau de variations de f suivant :

x - —% % + o0
22 +1 — 0 + 4
2z — 1 — — 0 +
f'(z) + 0 - 0 +
(-3) + 00
— o0 f(5)
3 V2
1 30, 2 V&)
On a xll}moof( x) = mgrirlmx (4 = 2:63) = 4o00.
1 V2 1 V2
De pl —— | =1-— — ) =—-1-—.
epus,f< 2> 5 etf<2> 5

2. f est strictement croissante sur | — oo; —1] donc pour tout < —1: f(z) < f(-1) <= f(x) <
-1- g = f(z) < 0 donc

3. f est strictement croissante sur [1;+oo[ donc pour tout =z > 1, f(z) > f(1) < f(z) >
1-— § = f(z) > 0. Donc ‘l’équation (V) n’admet pas de solution sur Uintervalle [1; —i—oo[.‘

(V) n’admet pas de solution sur 'intervalle | — oo; —1].

. 1
4. Etude sur l’intervalle [— 1, —5 ] . La fonction f est continue et strictement croissante sur

I'intervalle [—1 —1] De plus, f([—l,—;]) [ 1—\2[ 1—\[] Comme —1—?<

2 [ 1
0<1-— \g, ona0e€f < -1, 2] ) D’apres le théoreme de la bijection, I’équation f(x) =0

1
(autrement dit I’équation (©)) admet une unique solution dans l'intervalle [ —-1,—= ] .

2
. . 11
Etude sur l’intervalle 33 . La fonction f est continue et strictement décroissante sur
11 11 2
I'intervalle | — =, = |. De plus, f - =, = 1—£ 1—£ Comme —1—£ <
2’2 272 2 2

11
] > D’apres le théoreme de la bijection, I’équation (©) admet

V2
0<1—270n30€f<|:_2,2

une unique solution dans l'intervalle [ ~ 33 ] .

1



. 1
Etude sur l’intervalle [2, 1] . La fonction f est continue et strictement croissante sur I'inter-

valle B,l}Deplus,f([;,l]) [ 1—\2[ 1—\2[] Comme —1—\?<0<1—,

1
ona0e€f ( [2, 1] ) D’apres le théoreme de la bijection, 1’équation (V) admet une unique

1
solution dans l'intervalle [2, 1] .

Finalement, ‘l’équation (V) admet exactement trois solutions dans I'intervalle [—1, 1] ‘

5. Soit € R. On suppose que z est solution de (©). D’apres les questions 2., 3. et 4. de la Partie
A, on sait que x € [—1,1]. La fonction cosinus est continue sur R et cos(R) = [—1,1]. D’apres

le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe 6 € R tel que cos() = z. Donc

‘pour toute solution = de (©), il existe § € R tel que x = cos(6) ‘

Partie B — Formules trigonométriques
1 cos (Z) = cos (27 _ V3 V2 1 V2 VetV
‘ 12/ 3 4/ 2 2 272 2
. (77) . (7r W) V3 V2 1 V2 VE-V2
Sin =—sm|—-——-—-——-—)]=—X —— =X — = —.
12 3 4 2 2 2 2 2
T T T . T V6 +2
2. cos :cos<—+—>:—sm< ):7
12 12 2 12 2
Partie C — Résolution trigonométrique
1. Soit 6 € R.

cos(36) = cos(260 + 0) = cos(20) cos() — sin(26) sin(0)
= (cos?(6) — sin*(0)) cos(#) — sin(8) x 2sin(f) cos()
= cos(0) — sin?(#) cos(6) — 2sin?(6) cos(h)
= cos®(#) — 3sin?() cos(#)
= cos®(#) — 3(1 — cos®(0)) cos(h)
= cos®(#) — 3cos(8) + 3 cos®(0)
(

=|4cos®(#) — 3cos(h)

2. Soit 6 € R. Soit x = cos().
V2

77
En utilisant la question 1 de la partie C et le fait que cos ( 4) = , on obtient :

2
2
x est solution de () ssi 4cos®# — 3cosf = 5 ssi cos(30) = cos(7).

3. Soit 8 € R. Alors

cos(360) = cos (%) —= 30 = % mod 27 ou 30 = —% mod 27

T T 2T
<— H—Emodgouﬁ——ﬁmod?

4. On en déduit x = cos(f) avec 0 ci-dessus. Les trois solutions réelles distinctes correspondent &

trois valeurs de cos distinctes dans [0, 27[. Ainsi :

V6++/2 V2

2 2

To = COS (9—”) =—

T1 = cos (L) 12

12 1 12 2

25 = cos (172) = cos (”) _ V6 v2



Exercice 2 (Facultatif)

1. Pour (a,b) = (1,0) on a |a|+|b| =1 et a—b =1, donc 1 € F. D’apres I'inégalité triangulaire on
a, la| + |b| > |la—b] =1, donc 0 £ F.

2. Pour (a,b) = (%, %) Ona:a—b=1,|a|+|bl =2. Donc 2 € F. D’apres 'inégalité triangulaire
on a, |a|+ [b| > |a —b| =1, donc% £ F.
3. Pour (a,b) = (3,2) onab € F.
4. Soit (a,b) € F, d’apres I'inégalité triangulaire on a, |a| + |b| > |a — b| = 1. Donc F' est minoré
par 1.
5. (a) Soitz>1,onprend a =22 b=a—1= 21
Alorsa—b=1et |a|+ b =a+b=2 4 221 =g,
(b) D’apres la question précédente, pour tout x € [1,+o0], x € F. Donc [1,4+o00[C F.
(c) [1,+o0[ n’es pas majorée et [1,+oo[C F. Donc F n’est pas majoré.
6. (a) Soit (a,b) € R? tel que |a| + |b] < 1,
alors d’apres 'inégalité triangulaire a — b < |a — b| < |a| + |b] < 1.

(b) Soit z € F.
Alors il existe (a,b) € R? tel que a—b = 1 et |a|+|b| = 2. Supposons par 'absurde que z < 1
alors d’apres la question précédente on a 1 = a — b < 1. Contradiction. Donc z € [1, +00[
On a montré que F C [1,4o0].

7. On a montré les deux inclusions donc F' = [1, +oo].



