BCPST1 A&B

CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 2

Exercice 1.

1. Soit z € R,
3
sin(2x+g):§ = sin(2e+ ) = sin(5)
— 2x—|—g:g+2kﬂ'ou2x—|—g:ﬂ'—g+2kw, avec k € Z
— 2x:—%+2k7rou2z=%+2k7r, avec k € Z
— J;:—%—&—kwoux:%—%lm, avec k € Z

L’ensemble des solutions est -

5:{—112+1m; = + kel € Z).

2. Soit x € R,
1 3
cos(z) — V3sinz =1 < 2(5 cos(z) — g sin(z)) =1
5 cos(z 5 sin(z) = 3

<= cos(x) cos(g) —sin(z)sin(=) = =
1

<~ cos(z+ =) = 3

< cos(z+ o) = cos(g)

— x+§:g+2kwoux+g:f§+2lm, avec k € Z

= mz?kwoux:—%—i—ﬂm, avec k € Z

L’ensemble des solutions est 9
S = {2kn; —g + 2kx|k € 7).

3. Soit = € R, I’équation est valide si et seulement si 2z — 3 £ 0 et © + 4 # 0, car le logarithme est définie
sur RY et la valeur absolue est a valeurs dans R .

Soit x € R\ {—4, 3}’

In(|2z — 3|) — In(|z + 4) = In(3) <= In <|25”3|> = In(3)

|z + 4]
2z — 3 " . .
= 3 car = — e” est strictement croissante sur R.
T+ 4
2 — 3 2z — 3
x+4 N +4

< 2r—3=3rx+120u2x—3=—-3xr—12

= x:715oux:?

-9
L’ensemble des solutions de 1’équation est | S = {—15 ; 5} .




Exercice 2.

1. Réécrivons g(z) = e®"5+) La fonction exponentielle et la fonction z — 2 sont définies et dérivables

sur R. La fonction logarithme étant définie et dérivable sur R}, la fonction g est définie en = € R si et
seulement si z + 5 > 0 et dérivable en x € Rsi z + 5 > 0.

Donc g est définie et dérivable sur | — 5, +o00[. Pour tout = €] — 5, 40|,

/ = (1 5 z z In(5+x)
e = (o +5)+ 1)

Par produit, lim xln(x 4 5) = 400 et donc par composition lim g(z) = +oo.
T—+00 T—+00

lim In(x 4+ 5) = —oco donc lim_ zIn(xz + 5) = +00. Donc par composition lim g(z) = +o0.
r——5 r——5 r——5
2. Soit x € R,

La fonction h est définie en x < 22 — 52 + 4 > 0 car la fonction x + In(x) est défine surR;

Les racines de 22 — 52 4 4 sont 1 et 4. Le coefficient dominant étant positif, 22 — 5z 4+4 > 0 & z €
| — 00, 1{U]4, +00[. Donc la fonction h est définie sur | — oo, 1{U]4, +o0].

La fonction logarithme est dérivable sur R} .

La fonction x — 2% — 5 + 4 est dérivable sur R.

Par composition la fonction h est dérivable en z € R si 2% — 5z +4 > 0.

Donc h est dérivable sur | — oo, 1{UJ4, +00[. Pour tout x €] — oo, 1[U]4, +o0] :

2r—5
h' - -
() 2 —br+4
5 4
Soit z € R, 2% — ba + 4 = 22 <1_+2>.
T T
lim 22 -5z +4= lim 22— 5z +4 = 4o00. Donc par composition lim h(z) = lim h(x) = 4oc.
v oo z—+oo T —00

lim1 2? —br+4= 1im3 2% — 5244 = 0 et le polynodme est positif sur | — oo, 1{U]3, +-00. Donc par produit

P M) = i @) = oo

Exercice 3.

1. from math import *
def f(x):
return x+(sin(x))**2

2. (a) Pour tout = € R,

0 < [sin(z)| <1
— 0< sin? (:c) <1 car la fonction carrée est strictement croissante sur R
e x§m+sin2(x) <z+1
— < fla)y<z+1

(b) lim x+1 = —oc et comme pour tout € R, f(z) < x+1, alors d’aprés le théoréme de comparaison,
r—r—00
lim f(z)=—-oc0.
r—r—00
De méme, liIE x = 400 et comme pour tout x € R, f(x) > x, alors d’aprés le théoréme de
Tr—r+00

comparaison, lim f(z)= +o0.
r—+o0
(c) Pour tout x € R,

0 < |sin(z
< 0 < sin’(z

)l
)

<1
<1 car la fonction carrée est strictement croissante sur R
<

.2
1
<:>0§sm(x) — carx >0
x x
1 sin?
Comme lim — = lim 0 =0, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim sin” (z) =0.
r—+00 T r—+00 T—>+00 x
; 2
Ainsi, lim 1®) oy GRE°
T—r+00 €T Tr—r+00 €T



3. (a) Pour tout # € R, f(z+7) = z+7+ (sin(z+7))? = 2+ 7+ (—sin(x))? = z+7+ (sin(z))?) = f(z) +7.
(b) f est dérivable sur R comme somme d’une fonction polynomiale et puissance d’une fonction sinus.
Pour tout z € R, f'(z) =1+ 2sin(z) cos(z) = 1 + sin(2z).
(c) Soit z € R.
f(x) =0<=1+sin(2z) =0
< sin(2z) = -1

<= sin(2z) = sin (—g)

<:>2xz—g[27r} ou 2x£7r+g[27r]
—e=-f o 2=

= 47'(' ou $_47T
<:>x——z[]

= 47'('

L’ensemble des solutions de I’équation f'(x) = 0 est {72 +km, ke Z}.

(d) Pour tout z € [0,7], —1 <sin(22) <1<=0<1+sin(2z) <2<=0< f'(z) < 2.
A Taide de la question précédente, on en déduit le tableau de variations suivant :

3T
x 0 Z T
I () + 0 +
T
/ s
0

2
37\ 37 (. (37\\" 3v  [(Vv2)\ 37 1
O“af<4)4+(sm(4>) 4+<2> a1ty

4. On obtient le graphe suivant :

3, T
TtT
=
=
0

=

Probléme 1.

1. (a) from math import *
def gpositive(x):
if x+exp(-x)>0:
return True



else:
return False

(b) def domainedef (x):
if gpositive(x):
return log(x+exp(-x))
else:
return "erreur"

€T

2. (a) La fonction g est dérivable sur R de dérivée, Vz € R, ¢'(z) =1 —e™".

Soit = € R,
1-e">0 < 1>e™"
<= 0> —x, car x — In(x) est strictement croissante sur R .
— x>0
z -00 0 +00
g'(x) - 0 +
+00 +00
; \ /
1
En effet, lim g(z)= lim z+e = lim (:Cex + 1)e_x = +00 par croissance comparée
et lim g(z)= lim z+e ®=+00.

Enfin on a g(0) = 1.

(b) D’apres la question précédente, la fonction g est décroissante sur |-o00;0] et croissante sur [0;+00].
Comme ¢(0) > 0, on a pour tout = € R, g(z) > 0.

3. (a) La fonction logarithme est définie sur R, et d’aprés la question précédente, pour tout = € R, g(z) > 0.
Donc par composition la fonction f est définie sur R.

(b) Soit x € R,

(o +e7) =t (e + 1))
=n (e + 1) +1n ()

zln(xewﬁ—l)—x

On a montré que pour tout x € R, f(z) = —x + In (xex + 1).

(¢) Par croissance comparée, lim ze” =0. Donc lim f(z)= lim In (alcez + 1) — T = +00.
Tr—r—00 xr—r—00 r—r—00

On remarque que lim g(z) — (—z) = lim In (mez + 1) = 0. Donc la courbe représentative de f
Tr—r—00 Tr—r—00

admet une asymptote oblique d’équation y = —z en -oo.
De plus, lim f(z) = +o0.
Tr—+00

4. (a) La fonction logarithme est dérivable sur R’ et d’aprés la question 2.(b), pour tout z € R, z+e™* > 0.
Donc par composition la fonction f est dérivable sur R. On a pour tout z € R,

/ _gl<x) _ 1—e™®
Fla) = glx) x4+e

(b) Soit z € R, d’aprés la question 2.(b), f/'(x) est du signe de ¢’(z). On obtient donc les variations
suivantes.



x -00 0 +00
f'(x) - 0 +
0

(c) La fonction f est continue et strictement croissante sur R . On a de plus f(0) = 0 et liIP g(x) = +o0.
r—+0o0

Comme 1 € [0; +oo[, on a d’aprés le théoréme de la bijection que I’équation f(z) = 1 admet une unique
solution sur R .

Probléme 2.

1. Soit x e R :
Domaine de validité : L’équation est valide si et seulement si e > 0 et x # 1 car la fonction
x — \/z est définie sur RT.
Or G = (2% — 4)a = (z =2)(z+ Q)x. On dresse le tableau de signe :

x—1 x—1 r—1
r—1>20& x> 1, 2 —4<0e -2<s<2 puisque 2% — 4 est une polynéme du second degré de
coefficient dominant positif et de racines —2 et 2.

x —00 —2 0 1 2 +00
x - - 0 + + +

2? —4 + 0 - - - 0 +

x—1 — — - + +

v e + 0 - 0 + - 0 +

z—1

On résout donc sur | — oo; —2] U [0; 1{U[2; 4+00].
Soit x €] — 0o; —2] U [0; 1[U[2; +00].
— Si & < 0 linéquation n’admet pas de solution puisque pour tout z €] — oo; —2] U [0; 1[U[2; +00],

3
rs — 4z
>0
rz—1
— Six>0
3 — 4w 5 _ 13 —dx . 9 . . +
> 1 e > 1 car la fonction x — z“est strictement croissante sur R™,
T — T —

3 _
2> 06ty 22 5
z—1

&t — >0

x—1

3_ .2 _ .3

x T x—|—4x>0
x—1 -

)

x—|—4x>0

r—1 =

x(4—a?)>0

r—1 —

On étudie le signe du quotient a ’aide d’un tableau de signe :



x 0 1 4 +00
4—z + + 0 -
z—1 - + +
4 —
wd=a) | ~ + 0 -
rz—1
Donc
3—4
z>/= lx@xe[1,4]u{0}
T —

Mais comme on résout sur | —

o0; —2] U [0; 1[U[2; 400, 'ensemble des solutions sur R™ est [2,4] U {0}.

Donc, I'ensemble des solutions de I'inéquation sur R est [2,4] U {0}.

2. Soit zg € R,

La fonction f est définie en z <

/.3

Ty — 4x

Ty — ;710 > 0 car la fonction « — /z est définie sur R™
o —

3 — 4y

T T — est définie en zq
T —

xo € [2,4] U {0}

ZTo 79 1

xg €] — 00; —2] U [0; 1{U[2; 400

en utilisant les résultats de la question précédente.
Donc f est définie sur Dy = [2,4] U {0}.

3. def fonction (x):

if (x==0) or (x<=

return True
else:
return False

4. Soit a € [2,4] U {0},

La fonction f est dérivable en z¢ <

4 and x>=2):

3

x5 — 4z

20 — 1] =2——9 > 0 car la fonction z — /7 est dérivable sur R*
Tro — 1 +

3

x .
T x— est dérivable en zg

xo € [2,4] d’apres la question 1.
o — 1 75 0

3
xy —4x
209 5 0 car la fonction z — /7 est dérivable sur R

1‘0—1

xo € [2,4[
xo €] — 00; —2[U]0; 1[U]2; +00[ d’apres la question 1.

On trouve que f est dérivable sur ]2, 4].

Et pour tout z €]2,4],

1 1 223 — 322 + 4
flla)=——o [1- T3 4
3 2 3 —4x (l‘— 1)2



