TDO7 sommes et produits

TDO07 — Correction
Je m’échauffe avec les compétences de base! I

Exercice 1:

50
1. A=1424...+50= 3 k.

Remarque : on peut la calculer, A = % = 25 x 51 = 1275.

2. B=1tyl ] —120?1
T2 3 100 %

3. C=In(3)+In(4) + ... +1In(70) = Zln( )
70
Remarque on a aussi C =1n(3 x4 x -+ x 69 X 70):1n<H k) zln(%o!!)
k=3

n
4. D = cos(m) + cos(3m) + cos(5m) + ... + cos((2n + 1)w) = > cos((2k + 1))
k=0
Remarque on peut calculer cette somme puisque tous les termes sont égaux a —1 (cos(m) = cos(bm) =

= —1). Donc D = i —1=—=(n+1)

k=0
n
5. E=6+8+10+..+2n= > 2k
k=3
Remarque on peut la calculer : £ = Z 2k =2 E k=2 Z (K'+3) =2 Z K +2 Z 3= 2M+

k=3 k=3 k'=0 k'=
6(n—2)=(n—2)(n—3+6)=(n—2)(n+ 3) en utilisant deux fois la hnearlte

Exercice 2:
10

A=>S1=11
100 100 100 x 101 N o .
B=>2k=2) k=2x — = 10100 en utilisant la linéarité au deuxieme calcul.
k=1 k=1
100 0o 14 100 x 101 14 x 15
= > k=> k- Z k= >2< - >2< = 4945 ou en effectuant un changement d’indice :
k=15 k=1
100 85 85
C=Y k=Y (k+15) = k+ Z 15 = 85X80 4 15 x 86 = 43 x (85 + 30) = 43 x 115 = 4945, ol on a
k=15 k=0 k=0 k=0
utilisé la hnearlte pour la troisieme égalité.
_ 9l7T—2+1
D = E 2k = 22 x 15 = 218 — 4 (somme des termes consécutifs d’une suite géométrique et
k=2 -
2 £ 1).
10 10 x 11 x 21
E= Z k% = % = 385 (en utilisant la formule du cours rappelée a I'exercice 5).
i 9 20 % 21 x 41 9 x 10 x 19
F=Y k= Zk2 S k%= - = 2585
k=10 k=1 k=1 6 6
20
On aurait aussi pu faire un changement d’indice mais le calcul est beaucoup plus long : F = Y k% =
k=10
10 10
S (k+10)2 = Y (k% + 20k + 100) =
k=0 k=0
Q1 (10 1_(1)11_41 Y d seutifs d” ite oéométri
kz % = () x -1 =3 < - (1) ) (somme des termes consécutifs d’une suite géométrique
=0 1
et 1 £1).
H = Z k® = 25 = 32 (La somme ne comporte qu'un terme).

k=2
Exercice 3:
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TDO7 sommes et produits

J J J J
1. A:Z(j_k+2k):Zj—Ek—}—EQkparlinéarité.
k=1 k=i k=i k=i

J il ; j—it1
A=(G—i+1)j— [ X k- Y k|+2 x5 car2#1

k=0 k=0
_(3\yn+1
B:%xlii)% car 2 # 1
B=1— (3!
n ntl (n+1)(n+2)(2n+3) P
C=Y(n-k+1)?2=> p*= G (changement d’indice p =n — k + 1)
k=0 p=1

n k n n
D=5 <x+> = > z+ 1 3 k par linéarité.
k=0 n k=0 k=0
D= (n+1)z+ 2

n n 1— (62)n+1
2. E= Y el =¢ Y (e2)k = e———"5— car e? # 1.
k=0 k=0 l—e
Exercice 4:
n—1
Azx”—lz(x—l)(Z xk>
k=0
n-l1 k 1k
B =(3-a) (¥ (1) @)
E=0
n—1
C=1-3"=-8x <Z 9k>.
k=0

Exercice 5:
Démonstration par récurrence

Exercice 6:
Dans chacune de ces sommes, on fait intervenir le bindéme de Newton.

_n n k_fk_Qn:_nn N\ ok(_1yn—k _ (_1\n(9 _ 1\7 — 1 si n est pair,
A_k0<k>2( 1)7F(=1)*" = (-1) kZ()(k)z( 1) (—1)"2 - 1) {
B= fj (p2n*1k = (1 +2)m =3"
k=0
€= (EIF= = (G 1= (14 )" - 1= ()" -1
D=3 ()t = (-1 =0
kEO
E=Y (O1f1imk=a+1)n =27
k=0

n!

—1 si n est impair.

Pour calculer ' on remarque que pour tout (n,k) € N? avec k < n, k(Z) - kk!(n;k‘)! -
). Ce qui donne donc que (Z) = %(Z:})

n—1)! n—1)! n—1
n(k—(l)!(n)—k)! = n(k—l)!((n—lz(k—l))! =n(}

n n n n—1
F=Yk(})=Xkx %(Zj) =n)y, (Zj) =ny, (";1) (changement d’indice i = k — 1).
k=1 k=1 k=1 i=0
F =n2n!

Exercice T7:

B=3 Y (i+j)= > (ni+ "0y = p 3 i 20D — 2, 4 1)

i=17=1 =1 =1

F—Dl(n—R)!
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n n 1
C = 3= 3 3= 3j=3nnt
1<i<j<n j=1i=1 =1
n o n . n n
22 D=3 Y2 =323 (3)
i=17=1 i=1 gj=1

Comme % #1,o0n a:

D=3 2(1-(3)) = 4 G r?
D=(1-(3)")x2x =2 2”+1+21”—4(00mme27é1)

E— il i max(i, j) = Z(Z max(i,j) + Z max(i, j))

=1j=1 =1 j=1 Jj=i+1
n i

E=Y(Xi+ % j)
=1 j=1 Jj=t+1

[ il(lg 4n n+1) _ i(i;l)) _ il (% n n(n2+1) B %) _ n(n+11)§2n+1)+n2(72l+1)_n(n4+1) _ n(n+1)6(4nfl)'
1= 1=

3. F= Y ()3k

0<k<p<n
n p n

F=73 > (})3k = Y 47 d’apres le bindme de Newton.
p=0 k=0 p=0

Puis comme 4 # 1, on obtient F' = (4"*! —1).

n
H= Y ixj=5i
=1

1<ij<n =1 j

Exercice 8:
150

A= ][] k¥ (Remarque A = @)
k=7

S 2k
B = [] €®* (Remarque : B = ef=1 = (n+1)
k—
P ! ,
= l:ll(X - ai)al
Exercice 9:
1. A=(-1)°%=-1
2. B (32)" =9"
[T (k+3) I (k+3)
3. C = kzl = ’::_12 (changement d’indice i = k + 2)
[1(k+5) (i+43)
k=1 =3
20
C J—
(n+4)(n+5)
SE
4. D =¢ek=1 =¢ 2
n n n—1 n+1
5 E ﬁ (k—1)(k+1) kljg( )kl;lz(k+1) _ kl;Il(k) I;IB(k) _ n+l
- k2 n n n n - 2n
k=2 [T (k) II (k) I (%) II (%)
k=2 k=2 k=2 k=2
Exercice 10:
(2n)!
A= mn
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TDO7 sommes et produits

B= H2[]h—Tm

k=1 k=1
C = (n!)?

2n+1 )

i

D kl;ll _ (@n+ 1)

noon 2!

I1(2)

i=1

n n
E = %" In(3)+ Y In(k) par linéarité

i
I

k=1
E = nln(3) + In ﬁ[ k) = nln(3) + In(n!)

Je me perfectionne! I

Exercice 11:

1. Soit k € N. On utilise le conjugué.

1 B 1 L VE+T-VE
VE+T1+VE VE+1+vVE VE+1-Vk
CVE+1-Vk
 k+1-1
=Vk+1-Vk

2. Ainsi,
Z\/k—l— +Vk
:}jvk+1—¢%
k=0
=+/81 — V0 par télescopage
=9

Exercice 12:

1. Procéder par identification :

1
1 o 1
RO GFD) = & TR T R
2. On fait apparaitre ici une somme télescopique :

SN S R s
kz_: FRFD(ETD) — 2 20k~ 2o Bl T2 2 A2
Z ST S U S

G 2 2k 2kt 2k
”%fln LSy Jr Sy LY (4
e = Btz 2 ()3 k)12 3 t2)
k=1 k=2 k=2 = —3
n n n n+1

1 1

Z (k+1)(k+2) :%Z (%)4'%_% > (llc)_2(n+1)_1_’ > ( +
=1 k=2 k=2 k=3
. 1 _ 1 1 1 n(nt3)
Z DGR — 4T 23mg) — 20g D) — At D)(nt2)

Exercice 13: Somme d’inégalités
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1. Soit n e N, n > 2.

1 _ 1 1 1 n—(n-1)
n? " n—-1 n n?2 = n(n-1)
1 1
n? =~ n(n—1)
—n?> n(n
— n? > n?—n
. . : 1 1
ce qui est toujours vrai. On a donc Vn > 2, — < - —
n n—1 n
no1
2. On pose pour tout n € N*, S, = kE—:l =k
Soit n € N*.
On a S 11 1
nas, > Z;lﬁzlcarpourtoutk:ZQ, ﬁ>0'
1 1 1
D’autre part, pour tout k € [2,n], R k -
Donc en sommant 'inégalité precedente on obtlent :

no1 n 1 1 1
AP} N
ZQ]{?Q_ 2k—1 k n
1 1
Ainsi, Sn—l—i—z §1+1——<2

Exercice 14:

—1) car la fonction inverse est strictement décroissante sur R,

n
1. Sixz =1, alors f(z) = ) 1 =n+ 1. Supposons maintenant que x € R\ {1}. Alors f(z) est une somme

=0

de termes de suite géométrique de raison x # 1 et de premier terme 1, et donc :

P |
f(@) = 1
n ) n 1
2.Six =1, alors Y izt = Y i = % Soit x € R\ {1}. Alors pour tout z € R\ {1},
xn—&—l B 11:1 =1
flz) = — 1 La fonction f est le quotient de deux polynémes (dérivables sur R) et dont le
l‘ J—

dénominateur ne s’annule pas sur R \ {1}. La fonction f est donc dérivable sur R\ {1}. Donc pour

tout x € R\ {1} :

() =

(n+Dz(z —1) — (2" = 1) _ . e

(n+1)z™ +1

(z —1)?

(z —1)?

Mais la fonction f peut aussi s’écrire sous la forme d’un polynéme (somme finie de monomes) donc

pour tout z € R\ {1} :

n
= E iz
i=1

nz" — (n+1)2" +1

On en déduit alors que Y iz’ = zf'(z) = 5
i=1 (z—1)

3. 1l suffit de remplacer x par

% dans ’expression précédente.

Exercice 15:

En écrivant que pour tout k € [0,n], k = (k+1)—1,on a kk! = ((k+1)—

et en utilisant la linéarité de la somme, il vient

snzzn:(kﬂ)!—zn: k!

n+1
—Zyl_Zkl
:(n—i-l)!—l

k! =

(k+1)k!—k! =

(k4+1)!—k!
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Exercice 16:

1. % Montrons que P,, + I, = 22". Lorsque k parcourt les entiers entre 0 et n, 2k parcourt les entiers

pairs entre 0 et 2n. Et lorsque k décrit les entiers entre 0 et n — 1, 2k + 1 parcours les entiers
impairs entre 0 et 2n. Par conséquent,

2n m,

j=0 MY

puis, en utilisant la formule du binéme de Newton, il vient [P, + I, = (1 4+ 1)?" = 22"},

* Montrons que P,, — I, = 0. En utilisant les arguments précédents et le fait que
(_1)]- _ { 1 Sl] est Pair .
—1 sij est impair

2n

Py —T, = (~1) (2_">

=0 J

En utilisant ensuite la formule du binéme de Newton, il vient |P,, — I,, = (1 — 1)?® = 0|car 2n > 0.

2. Déterminons les valeurs P,, et I,,. Les nombres P,, et I,, sont solution du systeme

P, + I, = 2™
P, — I, 0

La résolution est immédiate et elle fournit : |P,, = I,, = 22"~}

Exercice 17:
1.

7

Z 10% = 1 4+ 10 4 100 + 1000 + 10000 + 100000 + 1000000 + 10000000 = 11111111
k=0

7
On aurrait aussi pu utiliser le fait que 10 # 1 et donc que kzo 10%F = 11%87_711 = % (108 — 1) = W =
11111111. -

n—1
2. On peut généraliser le résultat précédent : 111...1111 = >° 10% donc :
X k=0

n fois

n j—1 n

A:Z 10F = 91)101—1>

7j=1 0 j=

b

i

Noter que A est un entier (par définition de A), ce qui n’est pas évident quand on regarde la formule
trouvée.

Maintenant que je suis fort(e), voici des extraits de DS sur ce theme!
Exercice 18:

1. On utilise une fonction récursive :
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def puissance(x,n)
if (n==0)
return 1
else :

return (x+1)#*puissance(x,n-1)

2. On utilise une boucle while, on incrémente un compteur tout en calculant la puissance de = + 1.

def depasse (x,M)
n=0
respuiss=1
while (respuiss<=M)
n=n+1
respuiss=respuiss*(x+1)
return n

Notons qu’on aurait pu utiliser la fonction puissance mais ce n’est pas du tout optimal dans le sens ou
I'ordinateur effectue de nombreux calculs inutiles. En effet il recalcule a chaque itération de la boucle
(1 4+ )™ en repartant de = + 1 et en re-faisant toutes les multiplications.

Cela aurait donné ceci :

def depasse (x,M)
n=0
while (puissance(x,n)<=M)
n=n+1
return n

Par exemple supposons que ’on fasse 5 itérations de la boucle while. Pour le premier programme on
ne fera que 5 multiplications. Pour le second programme, comme on rappelle & chaque itération la
fonction puissance il faut faire :

— 1 multiplication pour calculer 1+ x

— 2 multiplications pour calculer (1 + z)?
— 3 multiplications pour calculer (1 + z)3
— 4 multiplications pour calculer (1 + z)*
— 5 multiplications pour calculer (1 + z)?

donc 14+2+3+4+5 = % = 15. Ainsi si 'on fait n itérations de la boucle while, pour le

. T . 1
premier programme on ne fera que n multiplications alors que pour le second on en fera %

La réponse attendue est donc le premier programme.

3. Pour tout € R, on a (d’apres la formule du binéme de Newton),

(z+1)" =3 (kb = 3 ()t

k=0 k=0

4. En intégrant entre 0 et 1 la relation obtenue a la question précédente, il vient

1 1 n
/ (x+1)"dzx = > (P)ak do
0 0 k=0

On a d’une part

1
/1 (24 1) do = (x—l—l)n-H _ on+l _ 1
0 n+1 0 n+1

et d’autre part, par linéarité de 'intégrale (on somme un nombre fini de termes),

olkio (et de =3 (3) /Olf”k =2 () [ffk:ll]l

k=0 k=0 0
1

=X )

On en conclut donc que | S = > L(z) _ oot
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Exercice 19:

Partie A
. n k A n n i
Lijun= 35 2"=3 (32" =2(x2"
0<i<k<n k=0 i=0 i=0 k=i
n . 1_gn—i+l . . . n .
2. Y2k =20 x 122 =20 % (277 — 1) = 27T — 27 Ainsi on a bien | Y 28 =27+ — 21
k=i k=i
n n
3. Utilisons la deuxieme expression de u, = >_ (3. 2F).
o
' n ' ) n n
D’apres la question précédente, on a u, = >_ (2" — 2%) soit u,, = Y 27T — 37 2¢ par linéarité de la
i=0 i=0 i=0
somme.

_on+1
wn = (n+ 124 — (1250
U = (n 4 1)27F 41 — 27+ 50it finalement |un =n2"tt +1 |

4. def suite(n):
return n*x2%*x(n+1)+1
n k

5.up= Y 2M=3( Ozk)

0<i<k<n k=0 i=

n
un, = > (k + 1)2F| puisque 2* ne dépend pas de 'indice 1.
k=0

n
6. D’apres la question précédente on a u, = > (k+ 1)2F = n2n+! 41
k=0
n

n
don 2 3 k281 4 37 2F = n27*! 4 1 par linéarité de la somme.

k=0 k=0
n
soit 2 37 k2F1 — 1 427+l = pontl g
k=0

n n
23" k281 = (n—1)2""! 4+ 2. Finalement [Vn € N, > k21 = (n — 1)2" + 1
k=0 k=0

Partie B
1. def factorielle(n):
if (n==0):
return 1

else:
return n*factorielle(n-1)

2. D’apres le binome de Newton, on obtient :

> ()= 5 (it =2

S D =Y (H=Dknh =0 =0
k=0 k=0
3. On remarque que pour tout (n,k) € N? avec k < n, k(}) = kk!(gik)! — (k—l)?(!n—k)! _ ”(k—({L)T(i)ik)! _
n(k—l)!((::llz!(k—l))! = ”(Zj) Ce qui donne donc que

(1) =(5) ®

i k(y) = i n(}7]) =n i (7~]) par linéarité.
k=1 = k=1

Effectuons alors le changement d’indice p =k — 1
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On obtient Z k( ) = nnZ (n;I)

Enfin d’apres le binéme de Newton, on a : | > k( ) n2n1
k=1

4. En utilisant deux fois de suite la formule (1
Bk = 1)) = 0k - 1) (=) = nln - 1) ()

D’ou kﬁ;k(kz -1)(}) = i n(n — 1)(2:3) =n(n—1) i (o 2) par linéarité .

) (appelé formule sans nom ou formule du pion), on a

En effectuant le changement d’indice p = k — 2 on obtient :

S EE- D) =a-1)'S (2).
k=2 p=0

On utilise & nouveau la formule du binéme de Newton pour conclure | 3~ k(k — 1)(}) = n(n — 1)2"2

5. D’apres la question précédente, on a par linéarité de la somme :
2R G) - X k() =nn - 127
(MZWU:<_4mﬂ+zu@
k=2

SR (Y) =n(n— 1272+ 3 k(2) — (1)
k=2 k=1

done éo () = (1) =n(n =122 + 020! — ()

finalement > k2(}) = n(n —1)2""2 +n2""! donc| Y k*(}) = n(n +1)2"2
k=0
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