BCPST1 A & B a rendre au plus tard le lundi 19 janvier 2026

Devoir Maison 5 corrigé

Exercice 1.
Dans cette exercice, on considere une population de tortues. Des études sur un type de tortue ont
permis de déterminer que :
e les tortues deviennent adultes & 2 ans, et que seules 20% parviennent a cet age
e 40% des tortues adultes de ’année n meurent avant la fin de année
e les femelles composent la moitié de la population et donnent naissance a 4 bébés chaque année,
de I’age de 2 ans jusqu’a la fin de leur vie.
On définit a,, comme le nombre d’adultes vivant 'année n, et b, le nombre de bébés de cette méme

année.

1. Soit n € N. Le nombre d’adultes de 'année n + 2 est la somme du nombre d’adultes de I’année
d’avant qui sont toujours vivant, soit 60% des adultes de 'année n + 1 et du nombre de bébés
de année n qui ont atteint ’age adulte, soit 20% des bébés de I’année n. Ainsi,

an4+2 = 07 6an+1 + 07 an

D’autre part, le nombre de bébés de 'année n + 1 est égal a 4 fois le nombre de femelles de

1
I’année précédente. Les femelles composant la moitié de la population, il y avait §an femelles

I'année n. Ainsi,

1
bpnt1 =4 X% ian = 2a,

2. Pour tout n € N, ap43 = 0,6an42 + 0,205,471 = 0,6a,12 + 0,2 X 2b,,.
Dou |Vn € N, anpt+3 =0,6an42+ 0,4a, |
3. def suite(n):
a=8000
b=7700
c=7400
for i in range(n)
c,b,a= 0.6xc+0.4*xa,c,b
return a

‘La suite semble converger vers 7600. ‘
4. On considere le polynéme P = X2 —0,6X? — 0, 4.
(a) P(1)=1—-0,6—0,4 =0 donc |1 est racine de P].
(b) Soit (a,b,c) € R>.
(X —1)(aX?4+bX +¢) =aX?+bX?+cX —aX?—bX —c=aX?+(b—a) X’ + (c—b)X —c.

a=1
b—a—=—06 “=
P=(X—-1)(aX?+bX +¢) < ) 0’ = <b=0,4
C — g
c=0,4
—c=-04

Ainsi, | P = (X —1)(X2+0,4X +0,4)

(c) Soit z € R. P(z) =0+<=z=1o0uxz?+0,4zx+0,4=0.

Le discriminant du polynéme est A = 0,42 —4x0,4=0,16—1,6 = —1,44 = —1,22 < 0O et
—0,4+41,2i —0,4—1,2i
ses racines sont donc 1 = % =—0,2+0,6i et z9 = ,f,z =—0,2-0,6i.

Ainsi, les racines de P sont ‘ 1, -0,2 40,67, —0,2 — 0,62 ‘
5. On admet qu’il existe (A4, B,C) € C? tel que pour tout n € N,

an = A+ B(—0,2—0,6i)" + C(—0,2 + 0, 6i)"

ot 4 est le nombre complexe tel que i? = —1.



(a) Exprimer ag, aj et ay en fonction de A, B et C.
ag=A+B+C
ap = A+ B(-0,2—-0,6:0) + C(—0,2 + 0,61)
ag = A+ B(—0,2—0,6i)% + C(—0,2+ 0, 6:)?
(b) Montrer que A = 7600, B = 200+ 150i et C' = 200 — 150: est solution du systéme précédent.
Ona: A+ B+ C =7600+4 200+ 1507 + 200 — 1507 = 8000 = ay.

De plus,

A+ B(—0,2—0,6i) + C(—0,2 + 0, 6i)

= 7600 + (200 + 1508)(—0,2 — 0, 67) + (200 — 1507)(—0.2 + 0.6:)

= 7600 — 0,2 x 200 — 0,61 x 200 — 0,2 x 150i — 0, 6i x 150i — 0,2 x 200 + 0, 6i x 200
— 0,2 x (—=1504) — 0,6 x 150i

= 7600 — 2 x 0,2 x 200 — 2 x 0,6i x 150i

= 7600 — 80 + 180

= 7700

:al

Enfin,

A+ B(—0,2 —0,6i)? + C(—0,2 4 0, 61)>
= 7600 + (200 4 1504)(—0,2 — 0, 67)% 4 (200 — 1508)(—0.2 + 0.64)2
= 7600 + (200 4 1504)(0, 04 4 0,247 — 0,36) + (200 — 1507)(0, 04 — 0, 247 — 0, 36)
= 7600 + (200 4 1504)(—0,32 + 0,247) + (200 — 150i)(—0, 32 — 0, 247)
= 7600 — 0,32 x 200 + 0,247 x 200 — 0,32 x 150 + 0,247 x 150i — 0, 32 x 200
— 0,244 x 200 + 0,32 x 150 + 0, 247 x 1504
= 7600 — 2 x 0,32 x 200 — 2 x 0,24 x 150
= 7600 — 128 — 72
= 7400

:a2

(c) En déduire la limite de la suite (ay).
Soit n € N. D’apres I'inégalité triangulaire et le fait que pour tout z € C, pour tout n € N,

|z = |z|", on a :
lan — A = |B(—0,2 — 0,60)" + C(~0,2 + 0, 6i)"|
< |B| x| —0,2—0,6i]" +|C| x | — 0,2+, 6i"

< |B|/0,4" + |C|,/0,4"
Or, lim /0,4 =0car —1<+/0,4 < 1.

n—-+00

Donc lim |B]\/0,4" +]C|,/0,4" = 0.

Ainsi, d’apres le théoreme d’encadrement, lim |a,—A|=0etalors lim a, = A = 7600.
n—+0o00 n—+oo

Exercice 2.

1. Les fonctions y et  — 22 +1 sont dérivables sur R donc, par produit, la fonction z est dérivable
sur R et
Vx € R, 2 (x) = 2zy(x) + (2 + 1)y ()



De plus,

(393 + 2z + 3)y(x) = e
( )—1—3(3: +1)y(z) = ze 3

y est solution de (Ep) sur R <= Vz € R, (2? +1)y/(z) +
— VzeR, (2 + 1) '(z) +
< Vz eR, 2/ (z)+32(z) =
<= z est solution de (E2)

Finalement, ‘y est solution de (FEp) sur R si et seulement si z est solution de (F3) sur R. ‘

2. x L’équation (E3) est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
constants.

* L’équation homogene associée est

2 +32=0 (H)
L’ensemble des solutions de (H) est Sy = {x — Ce ™3 |C e R}.
*x On utilise la méthode de variation de la constante pour trouver une solution particuliere
de (EQ)
Pour x dans R on pose zp(z) = A(x)e” °* ou A est une fonction dérivable sur R
Ainsi, la fonction z, est dérivable sur R et pour tout = € R, z,(x) = X' (z)e ™" — 3\e 37,
Or z, est solution de (Ey) sur R & Vo € R, z,(z) + 32,(x) = re 3T
e VreR, N(z)e™® = ze™

sSVreR N(z) =

2
x
Une primitive de N : z +— z sur Rest A : 7 — Ch Donc une solution particuliere de (E2)

22
est zp(x) = 36—3%\7;1: eR.

* D’apres le théoreme fondamental de résolution des équations différentielles,

2
I’ensemble des solutions de (Es) est Sg, = {SL‘ — Cle ™% 4 %6_395 |C e R}

3. D’apres la question 1, on a
y est solution de (Ep) sur R <= z: 2+ (22 + 1)y(z) est solution de (Fy) sur R

2
— JCEeR, VxR, 2(z) = (2 + y(z) =Ce 3% + NI

2
d’apres la question 2.
C —3x 2 -3z
< JCeR, VxR, y(z) = © re car 22 +1#0

22 +1 +2(m2+1)’

c+z .
Finalement, 1’ensemble des solutions de (E}) est |Sg, = {x — — +21 e |0 ¢ R}
x




