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CORRIGE DU DEVOIR MAISON 7

Exercice 1.
1. On utilise un raisonnement par récurrence. Pour tout entier naturel n non nul, on considére la proposition
Prn : «un €0,2] ».
* Initialisation. La proposition P; est vraie car (par hypothése) uy €]0,1[C [0, 2].
* Hérédité. Soit n € N* tel que la proposition P,, soit vraie. Montrons qu’alors la proposition P11
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est vraie. Comme P,, est vraie, on a 0 < u,, < 2. Comme 1 > 0, il vient 0 <

n+l n+l ¢
< 1. Finalement, 0 < u,4+1 < 2

2 2
donc 0 < uptq < 1+m. Orn e N*doncn+1>2donc o
ce qui prouve que la proposition P,y est vraie.

* Conclusion. Pour tout entier naturel n non nul, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence
simple.

Donc, |pour tout n € N*, on a u, € [0, 2] |
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2. Soit n € N\ {0,1}. Alors u,, = 1+

. Or u,_1 € [0,2] donc, le méme raisonnement que celui mené

2 2
aa la question 1. fournit les inégalités 1 < u,, <1+ —. Or lim (1 + ) = 1 donc, d’apres le théoréme
n n

n—+oo

des gendarmes, | la suite (uy,)n>1 converge de limite 1 |.
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3. Pour tout n € N\ {0,1}, on a u,, — 1 = — L Or lim w,_;=1donc ==L ~ = ce quiimplique
n n—+oo n n—+oo N
1
que |u, —1 ~ —|
n—+oo N
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4. Soit n € N\ {0,1}. Alors u,, — 1 — — = Un-17 2
n n

. D’aprés la question précédente, on sait que :
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u_lfl ~
" n—4o00 N, — 1 n—+oo N

ce qui prouve bien que |u, —1—— ~ —|

Probléme : autour de la somme alternée

Partie A : convergence

1. def SuiteS(n,a):
S=0
for k in range (n+1):
S=S+(-1)*xk/ (k+1) **a
return S

2. (a) Soit n € N* |

2n+-2 (_1)k 2n (—l)k

SQn-‘,—Q - SQn = Z (k+ 1)a - Z: (k+ 1)a (1)
k=0

k=0
B (_1)2n+2 (_1)2n+1
_(2n+2—|—1)a+(2n+1+1)a (2)
- a5~ o <O 3)

(2n+3)* (2n+2)> —

car la fonction x — @ est croissante (o > 0).
La suite (S2y,) est une suite décroissante.



(b) Soit n € N* |

2n+3 (_1)k 2n+1 (_1)k

Sont3 — Sant1 = Z [CEC Z *k+De

k=0 k=0
(_1)2n+3 (_1)2n+2
T 2n+3+1)° " 2n+2+1)
1
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car la fonction x — % est croissante (o > 0).
La suite (S2n11),cy est croissante.
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(d) D’apres les trois précédentes questions, les suites (Sa,) et (Sa2n41) sont adjacentes. Donc ces deux
suites sont convergentes vers la méme limite [,. On vient de montrer que les suites extraites de
(Sn)nen sont convergentes vers la méme limite donc la suite (S, )nen est convergente de limite [,

(c) Soit n € N* Sy, — Sopt1 =

3. eps=float (input("entrer une valeur epsilon)"
S0=1
S1=50-(1/(2)**a)
k=2
while (|S1-S0|>epsilon)
S0=81+(1/(k+1)**a)
k=k+1
S1=80- (1/ (k+1)**a)
k=k+1
print(S1,80)

4. (a) Soit z € [0,1] et soit n € N,

1 2n+1 1 2n+1
I
1+2 P 1+z Pt
1 1— (7x)2n+2
=1is o car x # 1
_ x2n+2
14z

(b) On inteégre entre 0 et 1 le membre droite de 1'égalité précédente.

1 1 2n+1 1 1 12n+1
- (—1)ka” dx:/ d:cf/ (=1)*2* dz  par linéarité
o= X T

1 2n+1 1
= [ln(l—&—x)} - Z / (=1)k2% dz  par linéarité
0 =00
2n+1 (_1)k:
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En intégrant 1’égalité de la question précédente, on a montré que pour tout n € N

1 x2n+2
dx.

In(2) — Sopiq =
n(2) — San+1 Aler

(c) Soit n € N et soit x € [0, 1],
1
142 >1donc0< 52 < 1 car la fonction inverse est décroissante sur R™
T

2n+2

On a donc 0 < T < 2272 car 22712 > 0.

1 x2n+2 1
0< / dr < / 22 dx.
0o 1+=x 0

x
1
En utilisant la question précédente, on a pour tout n € N, on a 0 < In(2) — Sap41 < / 222 dg.
0

Par croissance de l'intégrale,




1
d) Comme nH2 g = d’apreés le théoréme des gendarmes, lim In(2) — S =0.
(d) Comm /OJ: v =g dapr réme des gendarm ’naufoon() 2n+1
Donc I; = In(2).
(e) Deux versions possibles :
def approxln2(epsilon): from math import floor
k=0
while 1/(2*k+3)>=epsilon: def approxln2(epsilon):
k=k+1 k=floor(1/2%(1/epsilon-3))+1
return SuiteS(2xk+1,1): return SuiteS(2xk+1,1):

Partie B : une suite implicite : éléments de correction

On considére, pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, : [0,4+00o[— R définie pour tout = € [0, +o0],
par :
2n
(_1)k: k $2 _ . 2n—1 x2n
Py(z) = = - —+...
(x)’; k SRR T BT

I. Etude des fonctions polynomiales P,

2n (—1)kk$k_1 2n
1. La fonction P, est dérivable sur R (polynéme). On a donc P! (z) = Z — = Z(—l)kxk_1 =
k=1 k=1
2n 2n—1
- Z(—l)k_lack_1 =— Z (—1)*z*. On applique ensuite la formule de la somme des termes consécutifs
k=1 k=0

d’une suite géométrique de raison —x (différente de 1 puisque z > 0).

2. On étudie le signe de la dérivée. Pour z positif 1 + 2 > 0. On étudie le signe de 2*® — 1. La fonction
puissance x — 22" est strictement croissante sur R™ et est égale & 1 en 1. Donc 2*® —1 > 0 pour z > 1
et " —1 < 0 pour 0 < z < 1. Donc P, décroit strictement sur [0, 1] croit strictement sur [1, 4+o00|.

3. On sépare la somme selon les k pairs et les k impairs

2n _1 k 2n _1 k 2n _1 k
PYTI Si= M SR S C

k=1 k=1,k pair k=1,k impair
_ 2": L R
= 20— 1
1=1 1=1

"1 1
225_21—1
2 -1
:;21(21—1)

qui est une somme de termes strictement négatifs. Donc P, (1) < 0.

4. (a) On écrit P,41(z) sous forme de somme et on extrait les deux derniers termes.

2n+2 k..k 2n+1,.2n+1 2n+2,.2n+2
(=" (- (=D
Papi(@) = 3 —— = Pal@) + m+1 T 2n+t2
k=1

ce qui donne le résultat.
(b) Preuve par récurrence en utilisant la question précédente pour I’hérédité.

5. On utilise le théoréme de la bijection sur [1, +oo[, P,(1) < 0 et P,(2) > 0.

II. Limite de la suite (Xj)nen:

t+1

t2n

1. On sait que P, (t) = . On intégre entre 0 et x :

Et2n_1 x , _ _
| S [ R = @ - P0) = Puw)

car P,(0) =0.



Tn 42n
! dt = 0. On utilise la relation de Chasles :

2. On sait que P, (z,) = 0 donc /0 P

1 42n Ty 42N
t*" —1 et — 1
/ dt+/ dt =0
o t+1 Lt

Tn y2n _q 1 1 — ¢2n
donc/ dt :/ dt.
L t+1 o t+1

3. On étudie la fonction ¢ — > — 1 — nt® — n croissante sur [1, 4+-o0[ et nulle en 1.

4. En utilisant la question précédente, t +1 > 0 pour t € R et la croissance de l'intégrale (x, > 1) :

Tn t2n71 Tn t271
/ dtZ/ L)dt
L t+1 L t+1

T 21 Tn t—12$n n_]~2
or / M dt = n/ t—1dt=n ( ) = nu D’oil la premiére inégalité deman-
1 t+1 1 2 1 2

dée.
On utilise égalité prouvée en 2), et la croissance de I'intégrale (avec pour t € [0,1], 1 — 2" < 1)

Tn t2n71 1 17t2n 1 1
/ dt:/ dt g/ ——dt = [ln(t+1)]é = 1n(2)
1 t+1 0 t+1 0 t+1

Donc en utilisant les deux inégalités :

z, —1)2
n( n=1) <In(2)
2
On sait que x,, > 1 d’ou la premiére inégalité et le fait qu’en passant a la racine carrée qui est croissante
sur RT : y/(z,, — 1)2 = |z, — 1| = 2, — 1. On a donc bien :
T, —1

0<+vn < v/In(2)

V2
D’ou I'inégalité finale.

5. On utilise le théoréme des gendarmes la suite tend vers 1.



