TD20 variables aléatoires

TD20—Correction

Exercice 1:

1. X(2) ={-2,-1,0,1,2,3}. En utilisant la somme des probabilités des évéenements du systeme complet
associé a la variable X, on obtient a = 1—10.

2. PX<0)=P(X=2)UuX=-1NU(X=0)=PX=-2)+4PX=-1)+P(X=0) = % car
les évenements sont incompatibles.
De méme P(X >2)=P(X =2)+ P(X =3) =
et P(|X|<1)=P(X=-1)+P(X=0)+P(X

3. Y(Q)={-1,0,1,2,3,4}
VEeY(Q),Ply=k)=P(X+1=k)=P(X=k-1)

3
10 -

On obtient :
k 1Jo 11234
_ 2 T T 3 T 2
PY=k)| 1 |76 116 /1611010

Z(Q) = {0,1,2,3} et :

2 0[1]2]3
P(Z=k|1w ][5

Exercice 2:

Q = {C1,Cy,C3}3 done Card(Q) = 33.

X(Q) = {1,2,3}. On considere sur l'univers () la probabilité uniforme (les tirages sont aléatoires
avec remise). On pourrait aussi considérer la répétition (3 fois) d'un tirage avec probabilité uniforme et
indépendance des tirages.

Card(X=1)
P(X=1)=“hqm =5 =3
X Card(X=
P( - 3) - Car(d(Q)S) =5 =13

—~ ©

33
PX=2)=1-P(X=1)—-P
Exercice 3:

X=3)= % en utilisant le systéeme complet associé a X

0.67

0.33_:_K
0
1-8-7-6—5-4-3-2—1012345678910
5 k —2[1]2
JECEDIREEIE
. P(X<0)=P(X=-2)=1
Y(Q) ={-1,%,1}
k -1] 31
PY=k| 3 [5]2
0 six < —1
1 : 1
= si —1<x<s
Fr@=1% oo o0
15 Sl§_$<
1 siz>1
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TD20 variables aléatoires

Z(Q)=10,3,4}
k 0|3 |4
PZ=k|:] ]2
0 siz <0
Fyle) = %6 S%O§x<3
15 sid<x<4
\1 six >4
Exercice 4:
0 siz<l1
L Fy(z)=¢2 sil<az<?2
Ll six > 2
0 siz<-—1
B % si —1<xz<0
2 Fy(x) = % sio<r<1
k1 sixz>1
0 six < —1
% si —1<z<0
3. Fz(z) =<5 si0<z<1
1% sil<zx<?2
1 six > 2
0 siz<-2
s —2<z<-1
)Z2 osi-1<a<1
4 Frle) = 4osil<z<4
% sid<x<5h
1 siz>5
Exercice 5:
1 k —212
PZ=k] 3 |3
9 k 010,510,751
PU=nlg[ s [ 5 [4

Exercice 6:

NS e e
>
oy
=
y—l‘a

8. X — B(n, %)
Exercice 7:

1. X < B(n, %), en considérant qu’une personne peut étre tirée plusieurs fois.
vk € [0,n], P(X = k) = () (1)* ()"

2. PX>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)=1— ()"

gle
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TD20 variables aléatoires

3. Si n est impair alors il est impossible d’avoir autant de droitiers que de gauchers.

Si n est pair alors In’ € N,n = 2n/

!

PX =) = ()G () =" = () (sd0)"

!

Exercice 8:

1. 5(9) =[0,2] et T(Q) = {-1,0,1}

on détermine la probabilités des événements (S = i) N (T = j) que l'on résume dans le tableau
ci-dessous.
T

g -1 0 1

0 0 (1-p)? 0

1 Jp=p)| 0 |p=p)

2 0 P2 0
En effet :
P((S=0)N(T=-1))=P((U; = 3)N (U = 3) = P(@) = 0 (évenement impossible)

P((S=0)N(T =0)) = P((U =0)N(Us = 0)) = P(U; =0) x P(Uy = 0) = (1—p)? par indépendance
des variables.

Déterminons les lois de S et T a l’aide des probabilités d’intersection trouvées précédemment gréace a
la formule des probabilités totales, pour S dans le systeme complet d’événements lié a T', pour T" dans

le systéeme complet d’événements lié a S.

Pour i € S(Q) :

Pour i € T(2) :

P(S =) =

k=-1

k=0

On résume cela dans le tableau ci-dessous :

g T -1 0 1 loi de S

0 0 (1-p)? 0 (1-p)?

1 p(1 —p) 0 p(1—p) | 2p(1 —p)

2 0 P’ 0 p?
loide T |p(1—p)|1—2p + p? p(1—p)
On a par exemple P(S =2)x P(T'=1) # P((S=2)Nn(T

Exercice 9:

1. T(Q) = [1,n] et B(Q) = [1,n].

T suit une loi uniforme de parametre n.

Y(i,5) € [1,n]? :

— sij>ialors P(T =iNB=j)=0.
— si j < alors d’apres la formule de probabilité composée avec P(T' =1i) # 0 :

P(T=iNB=j)=P(T=i)xPr—y(B=j)=2x1=1

:iP@:m320221:%
i=1

P(T = B)
2. Vj € [l,n]:
P(B=j)= 3 P(T=iNB=yj)
=1
szﬁZi%Z%i%
ﬂmziyﬂBzﬁZéié

n n
1 1
i=1 i=1

SN

Y P(S=inT=k)

2
P(T=i)=> P(S=knT=1)

1)) donc S et T' ne sont pas indépendantes.

ni
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TD20 variables aléatoires

E(B) =3 > > 1

Jj=li=j
EB)=1% 31

i=1j=1
EB)= 3> 127

i=1 j=1
E(B)=1 ;% x W)
E(B) = 5 ;(i +1)
E(B) = ™2

Exercice 10:

1. Appliquons la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements lié a X :

PX=Y)=) PX=YNX=i)=» PV =inX=i)=» PY=i)P(X=i)=-
=1 =1 =1
En utilisant I'indépendance pour dire que P(Y =iNX =1i) = P(Y =)P(X =1).

2. Ona (X +Y)(Q) =[2,2n]. Soit k € (X +Y)(Q). Appliquons la formule des probabilités totales avec
le systeme complet d’événements lié a X :

n n

P(X+Y =k =) P(X+Y=kNY =i)=) P(X=k-inY =i)
i=1 i=1

Etilfaut que 1 <k—-i<ndoncquei<k—1letk—n<i.

Faisons deux cas. Sil<k<n+1:

k—1 k—1 kfll E—1
PX+Y =k =) PX=k—inY=i)=> PX=k—)P(Y =i)=Y — =
(X + ) ; ( i i) ; ( )P(Y =) 201 =
Sin+2<k<2n:
. . . g _ , "1 2m—k+1
P(X+Y:k;):;k P(X:k—myzz):% P(X:k—z)P(Yzz)zzk: =0

Exercice 11:

1_xn+1
1—x

1. On sait que pour x # 1, i zk =
Par dérivation des deux I;x(l))ressions, on obtient le résultat attendu.

2. X(Q)=1]0,n]
Notons F; : le ieme lancer donne face et P; : le ieme lancer donne pile.
P(X=0=PFiNnFN---NF,) =P(F) x---x P(F,) = (1 —p)" par indépendance des lancers.
Vk € [1,n],P(X =k)=P(FiN...Fy_1 N P;) = (1 — p)*!p par indépendance des lancers.

On a alors :
E(X)=Y kP(X =k)=p > k(1—p)*!
k=0 k=1

Soit d’apres la question précédente :

B(X) = 2U=p (e (=)

3. X(Q) =1[0,n] et Y(2) =[0,n] \ {1}
V(i,j) € X(2) x Y(Q), on a :
P(X=iNY =5)=0si0<j<i
P(X=0NY =0)= (1 —p)"
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TD20 variables aléatoires

PX=0NY=5)=0s1j>1
PX=inNY=0=PFN---NF,_ 1 NPNF1--NF)=pl—p)"tsii>1

( —ZﬂY—j) P(Fl -~-ﬂFi_1ﬂPiﬂR+1---ﬂFj_lﬁPj):p2(1—p)j72Siiz1etj2i+1.
n

Py

On en déduit la loide Y :

=0)= £ P(X =)0 =0) = (1 =p)" + 3 pl(L—p)"™" = (1 =p)" +-np(1 —p)""
puis Vk € [1,n] :

PV =) = 32 P((X =)V = R) = 5 520 =)= = (k= (1 = )

Exercice 12:

1. Notons Y le nombre de piles obtenus sur les 10 lancers.
Y — B(10 5)
p=PY =0)+PY =10) = =13

2. X <= B(n, 513)

m = B(X) = iy e V(X) = s i o) = 2

Exercice 13:

1. X < U([0,100])
Vk € [0,100], P(X = k) = -+

101
2. Y =|X — 50|
Y () = [0,50]
PY =0)= 1
Vk € [1,50], P(Y = k) = P(X =50 = k) + P(X —50 = —k) = 3;

50 50
3. B(Y)= Y kPY =k) =15 > k=22
k=0 k=1
D’apres la formule de Koenig Huygens, V(Y) = E(Y?) — (E(Y))?
50 50
D’aprés la formule de transfert, F(X?) = 2 K2P(Y = k) = % kzl k2 = 50xBLXI0L — 9550

Ainsi V(X) = 2550 — (23502

Exercice 14:
Calculons E(W?2).
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TD20 variables aléatoires

Méthode 1 : On utilise le théoreme de transfert.

EW?) = En: K2P(W = k)
k=0

= Zn: k> (Z)pk(l —p)" "

k=0
(N g n—k
—nzk(k_ 1>p (1-p)
k=1
_ - . n k(1 _ \n—k
wy-1+0( 7 )ra-n)
k=1
=ni<k—1>(” 1>pk(1—p)”‘k+n 3 <n_1>pk(1—p)"_k
k—1 k—1
k=2 k=1
=n(n—1)zn:<n_2>pk(1 p)" " +n n (n 1)17’“(1—1?)"_'“
k—2 k—1
k=2 k=1
n—2 n—92 n—1 n—1
_ n(n _ 1) ( . )pk+2(1 _p)n—k—Q + nz ( L )pk-l-l(l _p)n—k—l
k=0 k=0
n—2 _

k=0
= n(n — 1)p? + np En utilisant la formule du binome de Newton

Méthode 2 : D’apres le théoreme de Koenig Huygens V(W) = E(W?) — E(W)2. Donc
E(W?) = V(W) + E(W)* = np(1 - p) — n’p?

=n(n—1)p* ) (n ; 2)19’“(1 —p)" Py npzz_é <n ; 1>pk(1 .

Calculons F <ﬁ> On utilise le théoréme de transfert.

k=0
1 ln—&-l <n+ 1>pk(1 _p)n+1—k
n—i—lpkz1 k
1 1/82 /n+1) ,
— - (1 . p)n—l—l—k o (1 . p)n—i-l)
n—l—lp( < k )
k=0
1 1
:n+11§<1_(1_p)n+1>

Je me perfectionne ! I

Exercice 15:
1. Soit t € R, d’apres le théoreme de Transfert, on a :

n

fx(t)=> t"P(X =k).

k=0
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TD20 variables aléatoires

Donc la fonction fx est une fonction polynomiale donc elle est deux fois dérivables sur R. Pour tout
z € R, fi(t) = S p_oktFIP(X = k) et f%(t) = Y p_ok(k — DtF2P(X = k). Dou f4(1) =
S kP(X = k) = B(X) et f4(1) = Sp_o k(k - DP(X = k) = B(X(X — 1)).

2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametre n et p. Déterminons fx.
Soit t € R,

n

fx(t) =Y t"P(X = k)

k=0
= étk (Z)pk(l —p)"*
- kZO (3) -

= (tp+ 1 — p)™ d’apres la formule du binéme de Newton.

On obtient donc pour tout ¢t € R, f4(t) = np(tp +1 — p)"~L.
Dot E(X) = fi%(1) = np.
Retrouvons la variance.
D’aprés le théoréme de Koenig-Huygens, on a V(X) = E(X?) — E(X)2.
Il reste & déterminer E(X?). Par linéarité de 'espérance, on a F(X?) = B(X? — X + X) = E(X? —
X)+ E(X).
D’apreés la question 1, on a E(X? — X) = f%(1) = n(n — 1)p?
On obtient V(X) = n(n — 1)p? +np — (np)? = np(1 — p).
Exercice 16:

On note X le nombre de piles obtenus.

X < B(n,p)

On a alors Y = 2% le gain du joueur.

On cherche donc E(Y) = E(2X) = 3 2¥P(X = k) d’aprés la formule de transfert.
k=0
=0

> 28(M)p

EY)=> (})2p p)k
+ (1
"

EY

R‘

k=0

E(Y)=(2p
EY)=(p+1
Exercice 17:

p)) d’apres le binome de Newton.

b

1. Montrons par récurrence que pour tout n € N, R,, : "> 7 _ k3 == ("+1) " est vraie

2
Initialisation Pour n =0 on a Y 7_, k3 = 0. (la somme ne contient aucun terme) et % = 0. Donc
Ro est vraie.

Hérédité Soit n € N. Supposons R,, vraie et montrons que R,11 est vraie.

n+1

SR Zk3 F(n+1)? 2<"4+1)2+(n+1)3

k=1

en utilisant I’hypotheése de récurrence. Donc

n+1 n2(n 2 n2 n 2(n2 & dn n 2(n, 2
Zk?’:(4+1)+(n+1)3:(n+1)2<4+(n+1)>:( +1)(4+4 +4) _( +1)4( +2)
k=1

Donc R, 41 est vraie.

, 2(n+1)2
Donc par récurrence pour tout n € N, >, k3 = w.
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TD20 variables aléatoires

2. Dans cette question on propose pour les deux premiers calculs deux facon de faire les calculs : I'une
avec des changements d’indice bien choisis, 'autre sans (beaucoup plus fastidieuse d’un point de vue
calcul). Moralité : un peu de réflexion peut nous éviter des calculs difficiles.

G étant une variable aléatoire. Les événements (G = k) pour k allant de 2 & 2n forment un systéme
complet d’événements. Donc

2n
1

E (—oz|k:—n—1|> =1
n

k=2
Méthode 1 : Or :
2n n+1 2n
Slk=n—1=>|k—n—1/+ > |k—n—1]
k=2 k=2 k=n+2
n+1 2n
=> (<k+n+1)+ > (k—n-—1)
k=2 k=n+2
On pose i = k — 1 dans la premiere somme et j = k —n — 1 dans la seconde.
2n n+1 2n
dlk=n=1=) (-k+n+1)+ > (k—n-1)
k=2 k=2 k=n+2

n n—1
= Z(n — i)+ Zj
i=1 Jj=1
n—1 n—1
= Z(n —i)+ Zz
i=1 =1
-1
=1

=n(n—1)
Méthode 2 : Or :
2n n+1 2n
Slk=n—1=>lk—n-1+ > |k—n-1
k=2 k=2 k=n+2
n+1 2n
=Y (~k+n+1)+ > (k—n-—1)
k=2 k=n+2
n+1 2n
=Y (B +nn+1)—(n-Dn+1)+ > k
k=2 k=n+2
:n+1_(n+3)n+(3n+2)(n—1)
2 2
2n+2-n2-3n+3n>-—n-2 2n%-2n
2 2
Donc
2n
1 2n —1
Z<—a|k¢—n—1|>: n —an(n—1)
— \n n
Donc 5 ] 1
n_
— —-H=lesa=—
- an(n — 1) =3
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TD20 variables aléatoires

2n 1
EG) = k(—a\k—n—l\)
= N\

2n
Sy ko Zk‘|k‘—n—1|
k=2
2n

k 1 n+1
=> .- - (Zk —k+n+1)+ Zk —n—1>

k=2 k=n+2
Méthode 1 On pose i = k — 1 dans la deuxieme somme et j = k —n — 1 dans la troisieme.

k=2 i=1 j=1
n—1 n—1
- (2”_17)1(”+1) _% < (i—i—l)(n—i)—i—Z(i—i—n—i—l)i)
i=1 i=1
n—1
_ (2”_12(”“) 7% (Zni+ni2i+i2+m’+i>
i=1
n—1
:(2n_17)l(n+1)—;2< 2m+n>
=1
n—1
_ (2n—171(n+1) _% ( (2i+1)>
i=1
_ (2n—1n(n—i—1) —%((n—l)n—l—n—l))
_ 2n—-1)(n+1) (n—1)(n+1)
_ n(nn—l— 1 41
Méthode 2
n+1 n+1 n+1
(n+1)n(n+3) (n+1)(n+2)(2n+3) n(n—1)(n+4)
k(—k+n+1) = (n+1) Y k=Y k*= - +1=
; kz_g kz_z 2 6 6
2n
Zk —n—1) Zk2 (n+1) > k&
k=n+2 k=n+2 k=n+2
_ 2n2n+D{dn+1) (m+1)n+2)2n+3) (Bn+2)(n—1)(n+1)
6 6 2
_ 2n(2n+1)(dn+1) n(n+1)(1ln+4)
6
_ n(5n* —3n—2)
B 6
Donc :

n—1)(n n(n —1)(n n(5n? — 3n —
E(G):(2 Dn+1) 1 < (n—1)( —1-4)+ (5 3 2))

n n2 6 6
2n—1(n+1) 1 (n?+3n—-4 5n®—-3n-2
= - = +
n n 6 6
2n—Dn+1) n*-1
N n n
~_@2n—-1-n+1)(n+1)
n

=n+1
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TD20 variables aléatoires

Utilisons une fois n’est pas coutume la définition de la variance

V(G) = B(G— EG)?) = (k—n—1)? <71L _ |’f—n”2—1|>
k=2
n+1 2n
— 12 1 —ktn+l Cn—1)? 1 k—n-1
- kZ:Q(k 1) <n — ) - gn;z(k 1) <n = )

On pose i = k — 1 dans la premiere somme et j = k —n — 1 dans la seconde.

=1 j=
n—1 i n—1 1 i
2 2
RS ED W CErY
i=1 i=1
- i 1
2., .2 o 2
= 2in) — -
Z(l +n m)n2—|—z <n n2)
=1
i gy 2i2 2 3
= 3 +1——+ g - )
i=1
n—1 . 7:2
= 1 — —
i=1 "
_nn—-1) (n—1)2n—-1)
2 6
_ n? —1
6
3. G e [m,2n+2-m] =U"">"™(G = k). Les événements dans 'union sont deux & deux incompatibles

donc :

2n+2—m
P(Ge[m,2n+2—m]) = Z <1 _ ]k—n2—1>

n n
k=m
_Z": 1 |k—n-—1] +2”+22:m 1 |k—n-—1]
a n n? n n?
k=m k=n+2

On pose i = k — m + 1 dans la premiére somme et j = k —n — 1 dans la seconde.

" n—i—m42\ "1
P(Ge[m,2n+2—m]) = Z <n_712>+ Z (n_nQ>

i=1 j=1
2n+2—m1 n—m+1 n—i—m4+2 i
- Y -y ()
k=m i=1
2n+3-2m  (n—m+2)(n—m+1)
n n B n?
:1_(m—1)(m—2)

n2
Exercice 18:
1. L’univers image est X(Q) = [2,n + 2].
Soit i € [2,n + 2], notons M; I’événement le iéme animal capturé est un male.
Soit k € [2,n + 2]

k—1
Montrons que (X = k) = U ﬂ M; | n M; N M,
=1 |\
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TD20 variables aléatoires

L’événement (X = k) est I’événement le deuxieme male a été capturé a la kieme tentative. Donc dans

les k — 1 premiéres tentatives, il y a eu la capture du premier méale (notons i le numéro de sa capture)
k—1

et de k — 2 femelles. Donc un événement élémentaire de (X = k) est ﬂ M; N M; N M.
i=1
J#i

(X = k) est donc 'union de ces événement. On obtient :

k—1 k—1
(X:k?):U ﬂﬁz ﬂMjﬁMk
Jj=1 i=

2. Soit k € [2,n + 2].

k=1 | (k=1
px=k=PJ ||| MM
j=1 i=1
L \j#i
k—1 k—1
= P m M; | N M; N My, | car les événements sont incompatibles.
=1
jFi

Il reste a déterminer pour tout j € [2,k — 1], A= P <<ﬂf:11 MZ> NM;nN Mk> . Soit j € [2,k — 1],
J#i
On utilise la formule de probabilités composée généralisée.

j-1 ~
A= P( Mi) Pt (M) Bra-t 5, N M Py v —jr1 M w; (M)
i=1 i=j+l

Or en utilisant a nouveau la formule de probabilité composée, on trouve

nl
__(n—g+1)t
(ﬂ M) (42!
(

n+2—j+1)!
2
P M;) =
ﬂ%:iMi< ) (n+2—(j—1))
(n j+1)!
_ _ (n—k+1)!
Pﬂi;llﬁlﬂMj m M T (ntl—g+D)!
i=j+1 (n+1 E+1)!

P 1 = (M) =

Donc on a
n! n—j+1)!
4— T 2 ity I
T —(1—1)) (mti—g+nr’ —(k —
W-F(ijl-l)! (n+2-(-1) m (n+2—(k-1))
n!
o 2(n—k:+1)!
= ol
(n+1—k)!
n!
=2
(n+2)!
_ 2
" (n+2)(n+1)
Donc
k—1 9
]:1 (n+2)( )
2(k—1)

(n+2)(n+1)
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3. Pour obtenir le temps total pour capturer les 2 males, il faut additionner les temps de capture des X
animaux. Le temps de capture étant inversement proportionnel au nombre d’animaux encore libres.
_ 1 1
OnadoncT—m—Fm—FH-
On retrouve bien T' = Z] 1 n+3 —-
Calculons l'espérance de T'. On utilise le théoreme de transfert.

1
Rl g gusy B

n+2 k
Zzn—i-fi X=Fk)
k=2 j=1
_"Z*:?Z’“: 20k — 1)
“n+3—j (n+2)(n+1)
n+2 k
:(n—|—2 Ejzln—i—ii—j
2 k—1
:mHmHangwmm<j
n+2n+2
:(n+2 n+1) Zlkz:n-f-?)—j
2 n+2 n+2
:(n+2)(n+1)zn+3—jzk_l
2 1 D)+ -1
:(n+2)(n+1);n+3—j( . );r(j dn+2-i+1)
1 n+2
_MMZ;(TH‘U‘FU—U
1 n+2
:1+(n+2)(n+1)j;‘7_1
1 3
=1t35=3

Exercice 19:

1. X(2) = [0,n]. Pour tomber dans le k™ tube, la bille doit avoir fait k& déplacements & droite et
(n — k) déplacements a gauche. Chacun de ces déplacements est aléatoire et a donc une probabilité %
de se produire.

Par ailleurs il y a (Z) possibilités de faire k déplacements a droite et (n — k) déplacements a gauche.
(En effet, cela revient & choisir le rang des k déplacements a droite parmi les n déplacements possibles.)
Ainsi Vh € [0,n], P(X = K) = (1) (3)F x ()" = () (3)"

On reconnait les parameétres d’une loi binomiale. X < B(n, %)

2. On en déduit E(X) = § et V(X) = 7.

3. Pour n = 6, on a les gains suivants en fonction du tube atteint :

X|0 |1 |2 |3 |4 |5 |6

G |6€ |4€ | 2€ | 0€ | 2€ | 4€ | 6€

6
Déterminons E(G) = ) |n — 2k|P(X = k) d’apres la formule de transfert
k=0
E(G)=6xP(X =0)+4x P(X =1)+2x P(X =2)+2x P(X = 4) +4x P(X = 5)+6 x P(X = 6)

(G)
BEG) =6x () x(3)0+4x (O x(3)F+2x () x(2)+2x (§) x (3)0+4x (§) x ()6 +6x (§) x ()¢
(G)

)=

EG ( )(6+24+30+30+24+6)
E(G 120 = 1,875
Par consequent la partie de doit pas dépasser 1,87 € si on veut que le jeu soit favorable au joueur.
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Exercice 20:

1. Remarquons que U; =1 (loi certaine). Uy suit une loi de bernouilli.

Remarquons que 77 suit une loi uniforme sur [1,n] puisqu’on tire de fagon équiprobable des boules
de numérotées de 1 a n. En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements de probabilité non nulle liés a T :

P(Up=0)=) PU=0NTy=k)=> P(Tpr=knNTi=k) =Y P(T, =k|Ty = k)P(T\ = k)
k=1 k=1 k=1

Or pour tout k € [1,n] P(Ty = k) = 1. Et la probabilité de tirer la boule k sachant qu’on l'avait tiré
au premier tirage est aussi de % (équiprobabilité).

Donc P(Uy = 0) = L et P(U, = 1) =1 — P(Uy = 0) = 1. (Variable aléatoire suivant une loi de
Bernouilli)

2. Soit i € N*. Les tirages étant indépendants (faits avec remise), 7; suit la méme loi que 77 donc une loi
uniforme sur [1,n]

3. Soit i € [2,+o0o[ En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
de probabilité non nulle liés & T; :

3

° i—1
=> PUi=1nTy=k)=> P (T=kn (T #k
=1

k=1

3

1—1
=> Py #k)P(Ty #k|Ty #k)--- P T, =k| [\ T; #k

k=1 j=1

La derniere égalité étant due a la formule des probabilités généralisées.

Pour tout k € [1,n] et j € N*, P(T; = k) =

D’autre part les tirages se faisant avec remise, pour k fixé, les événements (T # k), (To # k), -+, (Ti—1 #
k), (T; = k) sont mutuellement indépendants.

Donc .
=Y P(Ty #k)P(Ty #k)---P(T; = k)
k=1
P 4R =P UTi=j ZP _nos
=1 "
J#k
Donc :

k=1
On vérifie que pour ¢ = 1, on retrouve bien P(U; =1) = 1.
4. (a) On remarque Vi(n) = Z?:l U;

(b) On utilise la linéarité de ’espérance :

k
=EQ_U) =) EU;)

=1 =1 =1 i=0
oy () )
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(c) Pour n fixé 0 < 21 < 1 donc k;lhf E(Vi(n)) =n.
—400

Pour k fixé, 1 — (1 — l)k ~ =k

"/ n—+oo n

Donc E(Vi(n)) et k et donc nETmE(Vk(n)) =k.

Exercice 21:
Q=11,6]?
Y(Q) =1]1,6]
Notons D1 le résultat du premier dé et Do celui du deuxieme dé.
Vk € [1,6],P(Y < k)= P((D1 <k)N (D2 <k))=P(D; < k)P(Dy < k) par indépendance des lancers.
Ainsi P(Y < k) = (£)?
Ainsi P(Y =1) = P(Y < 1) = &
ot Vk € [2,6], P(Y = k) = P(Y < k) — P(Y <k —1) = H=-l® _ 2k
On remarque que la formule précédente reste valable quand k& =1

6 6
E(Y)= ;;1 kP(Y = k) = kg_;l 2k _ 161

36

Z(Q) = [1,6]

Vk € [1,6],P(Z > k) = P(Dy > k)P(D2 > k) par indépendance des lancers.

P(Z > k) = (8=kt1)2 = (1207

ainsi :

P(Z=6)=P(Z>6) =3

puis Vk € [1,5], P(Z = k) = P(Z > k) — P(Z > k + 1) = U=R2=0(+1) _ 132k
On remarque que la formule reste vraie pour k = 6

6 6 . )
B(Z)= L kP(Z =k) = 3 B = 55

Maintenant que je suis fort(e), voici des extraits de DS sur ce theme!

Exercice 22:
Partie A : Etude d’un ensemble de suites

1. On peut faire une programmation avec une boucle for ou une programmation récursive :
def suite(n,x1):
x=x1
for k in range(1l,n):
x=(9/10) *x+(3+k) /10
return x

def suiteRecursive(n,x1):

if n==1:

return x1

else:

return (9/10)*suite(n-1,x1) + (3+n-1)/10

2. On pose Vn € N*, v, = an + 5.
(vp) € A= Vn € N 10v,41 = vy, + 3 + n.
Soit Vn € N*,

10(a(n+1)+pB)=9an+B8)+3+n<Vne N (a—1)n+10a+8-3=0
& (a—1)=0et 10a0+8—-3=0
Sa=1let f=-7

La suite de terme général v,, = n — 7 appartient donc a A. |
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3. Soit n € N*,

10yn+1 == 10$n+1 - ]-OUTL+1
=9z, +3+n— (v, +3+n)
=9(zy — vp)

= gyn

. . 7 J . 9 . o o
Ainsi (yn)nen+ est une suite géométrique de raison 75 de premier terme y; = 21 — vy = 1 + 6.

donc |Vn € N* )y, = (z1 4+ 6) X (1%)"71

puis V”GN*>$n=(m1+6)x(%)n*1+n_7

Partie B : Modélisation informatique

1. Fonction tres classique : on considere que les boules de 1 & nb sont blanches et que les suivantes sont
noires. Il y a nb+np boules dans I'urne.

from random importx*
def simulB(nb,np):
B=randint (1,np+nb)
if B<=nb :

return O

else:

return 1

2. Deux versions. Dans les deux cas la boucle permet de faire n tirages. Les variables nb et np notent le
nombre de boules blanches et noires actuellement dans 'urne.
Dans le deuxieme cas on se sert du fait que x = 1 quand la boule est noire et 0 quand elle est blanche
(quand = = 0 la composition de 'urne est inchangée, quand 2 = 1 on retire une boule noire et on
ajoute une boule blanche). Enfin on utilise pour le résultat que le nombre de boules blanches tirées
plus le nombre de boules noires tirées est égal a n donc pour avoir le nombre de boules blanches tirées
il suffit de retirer & n le nombre de boules noires tirées : 7 — np (le nombre de boules noires au départ
moins le nombre de boules noires a la fin)

def simulXn(n): def simulXn(n):
nb=3 nb=3

np=7 np=7

compt=0 for i in range(n):
for i in range(n): x=simulB(nb,np)
x=simulB(nb,np) np=np-x

if x==0: nb=nb+x

compt = compt+1 return n-(7-np)
else :

nb=nb+1

np=np-1

return compt

3. On effectue la moyenne des valeurs trouvées pour X,, apres N tirages.

def simulEXn(n,N):
S=0

for i in range(N):
S=S+simulXn(n)
return S/N
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4. On utilise une boule while qui s’arréte si N atteint n ou s’il n’y a plus de boules noires dans 1'urne.
On n’utilise surtout pas la fonction simulXn dans la boucle ce qui nous donnerait a chaque fois une
réalisation différente de ’expérience : le résultat obtenu serait alors faux.

def urneBlanche(n):
nb=3

np=7

N=0

while N<n and np>0:
x=simulB(nb,np)
np=np-x

nb=nb+x

N=N+1

return N

Partie C : Expression de la probabilité P(B,,.1) a ’aide de u,

1. L’univers 2 de I’expérience est I’ensemble des 10 boules de 'urne. On munit (2, P(£2)) de la probabilité
uniforme P.

. Card(By) 3
Ainsi P(By) = - 400 _ 2
inst P(B1) = 5 @) ~ 10
On a X;(Q) = {0, 1} puisque X; est le nombre de boules blanches tirées lors du ler tirage.
3 3 3
De plus P(X; =1) = P(B;1) = 0 donc X; — B(E) et |u; = B(Xy) = 0

2. B et By forment un systeme complet d’évenements de probabilités non nulles donc d’apres la formule
des probabilités totales :

P(Bs) = P(B1) x Pp,(B2) + P(B1) x Pg(B2)

3 3 7 4
= —X—=4+-—X—
10 10 10 10

37 4— 4—3 37
100 Par ailleurs IOUI = 1010 = E.Ainsi P(By) =
3. Soit n € N, 1 <n <7 et soit k € [0,n].

Le nombre de tirage est inférieur ou égal au nombre de boules noires de 'urne. Ainsi méme si on ne

pioche que des noires, il restera toujours des boules de 2 couleurs jusqu’au n-ieme tirage.

4—U1
10

On a donc | P(B3) =

L’événement (X,, = k) signifie qu'on a pioché k boules blanches. Il y a donc eu n — k boules noires

piochées et ensuite remplacées par des blanches. Par conséquent I'urne contient avant le (n + 1) i-éme

tirage 3 + n — k boules blanches sur un total de 10 boules.

3+n—k
10

La famille (X,, = k) ke[o,n] €st un systeme complet d’évenements de probabilités non nulles donc d’apres

la formule des probabilités totales :

On a donc | Px, =) (Bnt1) =

P(Bni1) = Y P(Xn = k) X Pix,—)(Bnt1)

k=0
:ZP(Xn:k)w
10
k=0
34+ n < 1 —
= PX,=k)— =) kP(X,=k
=0 k=0
3 s L By
10 10
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3+n—u,

Ainsi |Vn € [1,7], P(Bp+1) = 10

4. Soitn e N,n > 7.

e Sik e [0,n—8] I'évenement (X,, = k) signifierait qu’on a pioché k fois des boules blanches et donc
n — k fois des boules noires. Mais 0 < k <n -8 < 8 <n —k < n, ce qui est impossible puisque
I'urne ne contient que 7 boules noires.
|Si k € [0,n — 8], 'évenement (X,, = k) est impossible donc X,,(Q2) = [n — 7,n] |

o Sike[n—"1,n].

L’événement (X, = k) signifie donc k tirages d’une boule blanche et n — k tirages d’une boule
noire.

Cette foisn —7<k<n&0<n—k <7, cequi est possible compte tenu de la composition
initiale de 'urne.

Ainsi apres n tirages 'urne contient donc 3 + n — k boules blanches sur un total de 10 boules.
34+n—k
10
La famille (X, = k)pe[n—7,,] €st un systéme complet d’évenements de probabilités non nulles donc

d’apres la formule des probabilités totales :

Djofl P(Xn=k)(Bn+1) =

et 10
_3+n zn: P(X fk)_i zn: kP(X, = k)
10 " 10 "
k=n—7 k=n—-T7
3+n 1
=0 1—1—O><E(Xn)
o 3+n—up,
Ainsi |Vn € Nyon > 7, P(Bp4+1) = 10

Partie D : Calcul des nombres u, et P(B,)

1. Soit n € N* et k € [n —6,n]

OnaX,t1(Q)=[n—-6n+1] et X,,(Q) = [n—7,n].

Donc pour k € [n—6,n] les évenements (X, 11 = k), (X,, = k) et (X,, = k—1) sont tous de probabilités
non nulles.

(Xpa1 = k) = (Xpa1 = kN Xp = k) U (Xpyr = kN Xp = k — 1)

d’out par incompatibilité P(X,,41 = k) = P(Xp41 =kNX, =k)+ P(Xpy1 =kNX,=k—1)

En utilisant alors la formule des probabilités composées (avec P(X,, = k) # 0 et P(X,, =k —1) #0),
ona:

P(Xpy1 =k) = P(Xy = k) X Pix, =) (Xnt1 = k) + P(Xn = k = 1) X Px, 1) (Xnt1 = k)

(Xn = k) X Px,=k)(Bn+1) + P(Xp =k — 1) x Px,——1)(Bnt1)
(Xn =k) x (1 = Px,=k)(Bn+1)) + P(Xn =k — 1) X Pix,=—1)(Bn+1)

I
T T

Et d’apres la question précédente, on a :

—k (k-1
P(Xn+1:k):P(Xn:k)><(1—3+1rg)+P(Xn:k—1)><3+n10( )
“n+k i+n—k
Finalement P(Xn+1:k:):P(Xn:k:)><7#+P(Xn:k—1)x++o
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Sik=n+1:

PXpt1=n+1) = (1%)”+1 puisqu’on fait n + 1 tirages successifs indépendant d’une boule blanche
avec remise.

P(X,, =n+1) =0 (évenement impossible)

P(X, =n) = ()" puisqu’on fait n tirages successifs indépendant d’une boule blanche avec remise.
Avec ces valeurs, on constate que la formule est toujours vérifiée.

Sik=n-—-"7:
P(X,41 =n—7) =0 (événement impossible)
P(X,, =n —8) =0 (événement impossible)

T—n+k
t —— =0
0
Tous les termes de 'expression sont nuls donc la formule est toujours vérifiée.
Sike[l,n—8]:

Les évenements (X,+1 = k), (X, = k), (X,, = k — 1) sont tous impossibles donc de probabilités nulles.
La formule reste vérifiée.

|Par conséquent la formule est vraie pour tout k € [0,n + 1] |
2. Soit n € N*.

Uny1 = BE(Xny1) = Z kP( nt1 = k)

D’apres la question precedente, ona:

n+1

T—n+k 44+ n—k
un+1—Zk(P(Xn—k)XT—i—P(Xn_k—l)xT)
7_nn+1 1TL+1 4+nn+1
= kZOkP(Xn_k:)erkZOkP(X =k)+ ka X,=k—1)

n+1

Zk2 (Xp=k—1)

Effectuons un changement d’indice ¢ = k — 1 dans les deux derniéres sommes :
7T—n 1l 4+n 2p
) E(Xn)JrE S E*P(X, =k)+ 10 (E(X, )+1)——(Z k*P(X, = k)+2E(X,)+1).
k=0
En utilisant les formules d’espérance et la somme des probabilités des évenements d’un systemes
complets, on obtient

Un+1 =

7—n+4—n—2 44n-1
Unt1 = B(Xn) 10 LT

73 3+n
10T 10

Ainsi |Vn € N*,10up4+1 = 9uy, + 3+ n done (uy,) € A|

3. D’apres la premiére partie, puisque (u,) € A :

Soit n € N*

un:(u1+6)x(%)” 1+n—7—(10+6) ( )” Lyop—7
3 _

De plus on a vu dans la partie 2 que P(Bjp4+1) = #

6,3 x (1%)”_1
10

4. Comme —1 < & < 1, lim () t=0
n—-—+0oo

Ainsi| lim u, =+occet lim P(Bpy1) =1

n—-+00 n——+oo

Donc | P(Bpy1) =1 —

En effet, a long terme toutes les boules noires de 'urne auront été remplacées par des blanches et tous
les tirages donneront des boules blanches.
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Exercice 23:

1. L’urne contient 10 boules dont 8 blanches et 2 noires. On préleve des boules dans I'urne tant qu’il reste
des boules noires. La probabilité d’obtenir une boule noire est (par équiprobabilité) noires/(blanches+noires)
(en notant noires et blanches le nombre de boules associé & chacune des deux couleurs). On simule cette
probabilité en choisissant un nombre pseudo-aléatoire boule entre 0 et 1 et en le comparant a ce quotient.

A chaque tirage, on ajuste le nombre de boules dans I'urne selon la couleur obtenue. La liste positions
contient les positions des tirages relatifs a 'obtention d’une boule noire. On propose la fonction suivante :

def simulation()
blanches, noires = 8, 2
tirages = 0

positions = []

while (noires > 0)
boule = rd.random()
tirages += 1

if (boule < noires/(blanches+noires))
positions.append(tirages)
noires = noires-1

else :

blanches = blanches-1
return positions

En effectuant plusieurs appels de cette fonction dans la console, on obtient les listes suivantes :
5, 7] (5, 10] [2, 7] [3, 9]
2. Soit (4,7) € [1, N]?. On distingue deux cas :

* Premier cas : j <1
Par définition de X7 et de X5, on a nécessairement X; < X5 donc :

(Xi=i)N(Xo=j)=@ etalos P((X;=9)N(X2=4))=0

* Deuxiéme cas : i < j
Comme on préleve toutes les boules successivement et sans remise, I'univers (2 associé a cette expérience
est ’ensemble des N-listes sans répétition de ’ensemble des N boules et P est la probabilité uniforme
(les boules sont deux & deux distinctes quitte a les numéroter). Par conséquent :

card((X, =1) N (Xy = j))
card(2)

P((X1 = i) N (X2 = j)) =

avec card(2) = NI Il reste & dénombrer I'ensemble (X; = i) N (X2 = j). Pour obtenir les boules

noires en positions ¢ et j dans le tirage, on doit :

— choisir dans quel ordre on répartit les deux boules noires sur les positions ¢ et j, ce qui revient a
compter le nombre de permutations de ces deux boules noires (il y a 2! = 2 répartitions possibles) ;

— répartir les boules blanches sur les N — 2 positions restantes, ce qui revient a compter le nombre
de permutations possibles des boules blanches (soit au total (N — 2)! répartitions possibles).

On a donc card((X; =14) N (X2 = j)) =2(N —2)! puis :

B 2(N —2)! B 2
~ N(N-1)(N-2)! N(N-1)

La loi du couple (X1, X3) est donc bien donnée par :

, 0 sil<j<i<N
V0, §) € [1,N]2,  P((X;=i)N(Xy=j)) =
(4,4) € [1,N] (X1 =1i)N (X2 =) o S1<i<j<N

On peut tout a fait calculer la probabilité ci-dessus en utilisant la formule des probabilités composées.
Pour cela, on introduit, pour tout entier k € [1, N], I’événement :
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Ny : < on obtient une boule noire au k¢ tirage >

Alors :
ifli j—1 o
(X1 =0)N(Xg=7) = (ﬂNk> NN; N ( N Nk> N N;
k=1 k=i+1

On utilise ensuite la formule des probabilités composées généralisée qui permet de procéder au calcul des
probabilités tirage apres tirage. Le raisonnement par dénombrement est plus simple a mettre en ceuvre ici.
3.(a) Déterminons les lois de X et X5. La premiere boule noire ne peut pas étre obtenue au N€ tirage (car
le tirage est sans remise) et les N — 1 premiéres positions sont possibles donc X;(Q2) = [1, N — 1]. De méme,
X2(22) = [2, N] (on ne peut pas obtenir la deuxiéme boule noire au premier tirage).

* Loi de la variable aléatoire X;
Soit i € [1, N —1]. Comme {(X2 = j) |j € [2, N]} est un systéme complet d’événements, on a :

N
P(Xy=i) =Y P((X; =1i)N(Xy = j))
j=2

En utilisant la question 2., la relation de Chasles et la linéarité de la somme, on a :

| N 5 2 N 2(N — i)
P(X1:Z>:j:zi;rlN(N_1) :N(N—l).z 1:m

* Loi de la variable aléatoire X
Soit j € [2, N]. En utilisant cette fois le systeme complet d’événements associé a la variable aléatoire
X1 et la question 2., il vient :

N-1 j—1 9
P(Xy=j) = P(X1=i)N(Xy=7)) = Z NN T
i=1 i=1
2 -1)
N(N —-1)
Finalement :
les lois des variables aléatoires X7 et X9 sont :
2(N — k)
k 1,N -1 P(X1=k)=
Vk € [[ ) ]]7 ( 1 ) N(N _ 1)
et : 2(k 1)
2, N P(Xy,=k)= _

3.(b) On a P((X1 =2)N (X2 =2)) =0 (d’apres la question 2.) et :

2P(X2 =2) = T o 70

o]
o
I

d’apres la question 3.(a) et car N > 3. En particulier :
P((X1=2)N (X, =2)) # P(X; =2)P(X, =2)

et donc :

|les variables aléatoires X7 et X9 ne sont pas indépendantes|
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Certaines des probabilités d’intersection peuvent étre nulles. Ce sont ces probabilités qu’il faut exploiter
pour démontrer que les variables aléatoires ne sont pas indépendantes.
4. Posons Y = N + 1 — X5. L’univers image de Y est :
YQ)={N+1-k|keXo()}={N+1-k|ke[2,N]}
=[1,N —-1]

c’est-a-dire Y (2) = X;(Q2). Soit maintenant k£ € Y (2). Alors, par définition de Y :

p(yzk):P(XFNH—k):m:P(Xlzk)

car N+ 1—k € [2,N] et d’apres la loi suivie par X;. Finalement :

|les variables aléatoires N + 1 — X5 et X7 suivent la méme 10i|

1l ne faut pas oublier de commencer par déterminer l'univers image de la variable aléatoire N +1— Xs.
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