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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 7

Exercice 3.
1. Soit z € R. f est définie en x

z — x est définie en x zeR
. , , o . r €R CJxeR . .
ssiqarr—e¥ —e *estdéfinieenx ssicxelR ssi ssi ssizeR
_ B T #E - x#0
e’ —e T #£0 e’ #Fe "

Le domaine de définition de f est donc

2. Pour tout x € R*, —z € R* et

—x —x x
)= —F——F=—FF—— == =/
et —¢e —(e*—e™®) e*—e
e’ —1 x . et —1
3.(a) On a ~ — ~ 1. Donc lim =1.
x x—0 xr z—0 x—0 x
D’autre part, lim —z =0eteX —1 ~ X.Ainsi,1—-e® ~ —(-z) ~ =
z—0 X—0 z—0 z—0
. 1—e™" x o —a
Par quotient, ——— ~ = ~ 1. Ainsi, lim 1==¢— =1,
€ x—0 x z—0 x—0 x
(b) lim €=~ = lim €=1*t1=¢ " — 2 par somme car lim €1 =1 et lim 1=~ =1
z—0 z z—0 x z—0 T z—0 x
. . T . 1 1
¢) |e lim f(z) = lim %= = lim — = 5
( ) ’I'—)Of( ) z—0 € 7" z—0 % 2
r—+00 f( ) &3 too €7 (1—e™27)
car lim Z = 0 par croissances comparées et lim 1—e 2% =1
Tr—+0o0 € r——+0o0

Donc ’ Cy admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo0. ‘

o lim f(z)= lim f(x)=0|car la fonction f est paire.
T—r—00 r—r—+0o0

Donc ’ C; admet aussi une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo. ‘

4. (a) La fonction g est dérivable sur R comme somme et produit de fonctions dérivables sur R.
Pour tout z € R, ¢'(z) = e+ e % — ((e* +e )+ z(e” —e™ %)) = —x(e” —e 7).

Soit x € R.

e’ —e ?>0<«<=¢e" >e T <= x> —ux car la fonction In est strictement croissante sur R
= 2x >0 2 >0.

On en déduit le tableau de variations suivant :

T —00 0 +o00
—z + 0 _
et —e™ ¥ — 0 +
g'(z) - 0 -

La dérivée de g est négative sur R et ne s’annule qu’en un point, donc ‘ g est strictement décroissante sur R.

) on a5 =0 ]

Apreés avoir placé le 0 dans le tableau de variations, on en déduit :



g(x) + 0 —

5. La fonction f est dérivable sur R*. En effet, la fonction f est un quotient de fonction dérivable sur R* dont le dénominateur
ne s’annule pas.

Pour tout = € R*, f'(z) = (ez_e(;z):e{(f;;eiz) = (o g(z)_z)g -

6. On obtient le tableau de variations suivant :

€ —00 0 “+00
g(x) + 0 -
(e —e™7)2 + 0 +
f(z) +
11
2 | 2
/ / \
0 0

7. La fonction f est continue et strictement décroissante sur ]0; +oo[. De plus, & € f (]0; +00[) = ]0; 5.

Donc d’apreés le théoréme de la bijection, | il existe un unique x €]0; +-o00] tel que f(z) =

Probléme 2.

1
i

Partie A : Quelques exemples pour se faire la main
1. (a) P(B1) =% et Pp,(By) = 2.

(b) Dans le systéme complet d’événements de probabilités non nulles (Bj, By), d’aprés la formule des probabilités totales,

on a
P(Bg) = P(By) - Pp,(B2) + P(B1) - P5-(B2)
12,11 1
T2 3 2 3 2

2. (a) L’univers image de X; est X1(Q2) = {1,2}. On a P(X; = 2) = P(B1) = 1 et P(X; = 1) = P(Bs) = % La variable
X suit une loi uniforme de paramétre 2.
(b) L’univers image de X2 est X5(Q2) = {1,2,3}.
P(X;=3)=P(BiNBy)=P(By) - Pp,(By)=4%-2=1

P(X; =2) = P((B1NBz) U (B1N By))

et
P(Xy=1)=P(BiNBs) = P(B1)P5(B2) = 5 3 =
X5 suit une loi uniforme de paramétre 3.

Partie B : Simulation informatique

1. Fonction trés classique : on considére que les boules de 1 & nb sont blanches et que les suivantes sont noires. Il y a nb+nn
boules dans 'urne.



from random importx*
def simultirage(nb,nn):
B=randint (1,nn+nb)
if B<=nb :
return O
else:
return 1

2. Deux versions. Dans les deux cas la boucle permet de faire n tirages. Les variables nb et np notent le nombre de boules
blanches et noires actuellement dans 1'urne.

Dans le deuxiéme cas on se sert du fait que = 1 quand la boule est noire et 0 quand elle est blanche (quand 2 = 0 on
ajoute une boule blanche (1-x=1), quand = 1 on rajoute une boule noire).

def simulXn(n): def simulXn(n):
nb=1 nb=1
nn=1 nn=1
for i in range(n): for i in range(n):
x=simultirage(nb,nn) x=simultirage(nb,nn)
if x==0: nn=nn+x
nb=nb+1 nb=nb+(1-x)
else : return nb
nn=nn+1

return nb

3. On effectue la moyenne des valeurs trouvées pour X,, aprés N tirages.
def simulEXn(n,N):
S=0
for i in range(N):
S=S+simulXn(n)
return S/N

4. On répéte un grand nombre de fois 'expérience et on fait la moyenne des probabilités obtenues.
def probaB_n(n,N):
S=0
for k in range(N):
X=simulXn(n)
S=S+X/(n+2)
return S/N

Partie C : Résultat théorique
1. Soit n € N* et k € [1,n+2].

(a) Sachant X,, =k, il y a k boules blanches dans l'urnes et 2 +mn — k boules noires. Donc il y a n 4 2 boules dans I'urne.

(b) Dans le systéme complet d’événements de probabilités non nulles (X,, = ¢)1<i<n+1, d’aprés la formule des probabilités
totales, on a

n+1
P(Xpi1=k) =Y P(Xp=1i) Px,—i(Xps1 =k)
i=1

Orsii<k—1,ona Px,—;(X,t1 = k) = 0. En effet, si on ajoute un tirage supplémentaire, on peut ajouter 0 ou
une boule blanche dan 1'urne. De plus si ¢ > k Px, —;(X,+1 = k) = 0. En effet, on ne peut pas retirer des boules de
I'urne. On obtient

P(Xp1=k)=P(Xp=k—1) Px,—p1(Xns1 = k) + P(Xp = k) - Px, —x(Xns1 = k)

-1 2 -
=PX,=k-1)- %4_2 +P(X,=k)- %ﬁen utilisant la question précédente.
On a montré que
n+2—-k k—1
PXpy1=k)=—P(X,=k)+ —P(X,,=k—1).
(Xns1=k) o ( )+n+2 ( )



(¢) On pose pour tout n € N P(n) la propriété :"X,, suit une loi uniforme sur [1,n + 1]."
D’aprés la question 2.(a), la propriété P(1) est vraie.
Soit » € N, on suppose que la propriété P(n) est vraie. On montre P(n + 1).
Par hypothése de récurrence, X (Q) = [1,n+ 1] et Vi € X(Q)P(X,, = i) = 725.
D’aprés la question précédente, pour tout k € [1,n + 2].

n+2—k 1 k-1 1 n+1 1

P(Xpi1 =k) = : = .
Kot =k) = — o= T Y nrd (n+1)(n+2) n+2

donc la propriété P(n + 1) est vraie.
On a montré par principe de récurrence que pour tout n € N, la variable aléatoire X,, suit une loi uniforme sur
[1,n+1]
(d) L’espérance de la loi uniforme est F(X,) =
(e) D’apres le théoréme de Koenig-Huygens

D’aprés le théoréme de transfert,
n+1

E(X2) =Y kKP(X,=k)
k=1

n+1
:Lz:/zﬂﬁ L
— n—+1
= k2
n—|—1k:1
1 (n+1)(n+2)(2n+3)
n+1 6
(n+2)(2n+3)
6

On obtient donc

_ ~ (n+2)2n+3) (n+2)? n+2
V() = B - B = O e 8 (k2P _nt2

(n+2)n
12

(22n+3)—-3(n+2)) =

2. Soit n € N*. Dans le systéme complet d’événements de probabilités non nulles (X,, = i)1<i<n, d’aprés la formule des
probabilités totales, on a

n+1
P(Bny1) = ZP(Xn =1) - Px,=i(Bn+1)

i=1

B = n+ 1 n+2

1 n+1

= ZZ
(n+1)(n+2) =

B 1 (n+1)(n+2)
(n+1)(n+2) 2

_ !
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Exercice 3.

1. (a) On a n réalisations indépendantes d’un schéma de Bernoulli ou le succés "répondre a l'invitation" a lieu avec une
probabilité p. Donc Y suit une loi binomiale de paramétres n et p, soit Y — B(n,p).
(b) On a donc E(Y) =np et V(Y) =np(l — p).
(¢) from random import *
def Y(n,p)
s=0
for i in range(n):
x=random()
if x<p:
s=s+1
return s



2. (a)
(b)

()

On a Z(Q2) = [0,n].

Soit (i, k) € [0,n]>.

Premier cas : n —i < k <n. Alors i + k > n. Comme il y a n invitations, le nombre de réponses du premier et du
deuxiéme envoi ne peut pas étre supérieur a n. Donc

Py—y(Z=k)=0

Deuxiéme cas : 0 < k < n — i. Aprés le premier envoi, si 7 personnes ont répondu, il reste n — 7 personnes a
) )

qui l'invitation a été envoyé une deuxiéme fois. Ses personnes répondent ou non de maniére indépendantes et la

probabilité de réponse est p. Ainsi, sachant que Y = 4, Z suit une loi binomiale de parameétres n — i et p. Donc

Py=np(Z=k) = (n N Z.>p’“(1 —p)rik

def X(n,p):
i=Y(n,p)
s=1i
for k in range(n-i):
x=random()
if x<p:
s=s+1
return s

Soit (j,k) € N2 tel que 0 < j < k < n.

(?) (Z_Q - j!(nn! D (k (7;')!_(7{)! B (n n!k)l'(k *1j)!j! G n/!f)!k!'(k k!j)!j! - (Z> G)

On a X (w) = [0,n].

L’événement X = 0 est I’événement Y 4+ Z = 0. Comme Y et Z sont des variables aléatoires positives, cela signifie
queY+Z=0«<= (Y =0)N(Z =0). Ainsi,

PX=0)=PY+Z=0)=PY =0NnZ=0)=PY =0)-Py=0(Z = 0) d’aprés la formule des probabilités
composées.

Donc P(X = 0) = (5)p°(1 = p)"(5)p°A1 = p)" = (1 - p)*"

P(X =

I
’U

=1)

Y
Y=0NnZ=1)+P(Y=1NZ=0) car les événements sont disjoints.
(Y'=0):Py=)(Z=1)+ P =1)- Py=1)(Z =0)

: (Tll)pl(l -p)" '+ (?)pl(l —p) - (ng 1)190(1 -p)" !
p(1— )2" Y np(1—p)*?

p(1—p)*" 21 —p+1)
p(2—p)- (1—p)*"?

I
333/‘\'?1’@
o 3
~
i)

©

Soit k € [0, n].
La famille (Y = 4) forme un systéme complet d’événements donc d’aprés la formule des probabilités totales,



P(X=k) =P(Y+Z=k)

I

-
Il
o

PY +Z=knNY =1i)

P(Z=k—inY =)

|

N
Il
=)

P(Z=k—iNY =1i) cark—1i€Z()=1[0,n]

|

s
I
=)

[
M?r
g

(Y =i)Py=i(Z =k —1)

s,
= |
[}

n i —1 n—1 c—1 n— 9 N
(i)pl(l—p)n (k .)pk (1—p)"* dapres 2b)

—1

s
I
=)

3

Il
TIES 5
N—— N

o

k
k o
P (1 —p)2n=h) Z (z) (1—p)F~"1%  par linéarité et d’aprés 3b)
=0

P11 —p)?" (1 —p+1)* dapres la formule du binéme de Newton

3

(p(2 = p))F (1 —p)*=H

o

(f) Pour tout k € X(), P(X =k) = (})(p(2 — p))* (1 — p)*"=F)
Donc X < B(n,1 — (1 —p)?).
Exercice 4.
1. (a) Soit (c, 8,7) € R3. Alors :

ac+ Bd+ve =0ps <= a(-2,2,-3,1) + B(1,4,-2,2) +7(8,2,5,1) = (0,0,0,0)
2+ 48 + 2y = 0 Ly
) =830 — 28 + 5y = 0 Ls
a + 28 + 4 = 0 Ly
—2a + f + 8 =0 Ly
B+ 2y = 0 Ly« Lt
@ _5 _ 2’}/ — 0 L3 <_ 2L373L1
B+ 2 0 Ly« 2hath
a = 3y
—
B = -2y

— (047577) = (3'% _2777)

Pour v = 1, on trouve donc que ‘ 3c —2d+ e = Opa

. Donc ‘ la famille (¢, d, e) n’est pas libre |

(b) On sait que rang(c, d, e) = dim(vect(c,d,e)). Comme e = 2d — 3c on a :
vect(e,d,e) = wvect(c,d). Les vecteurs ¢ et d ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. Donc
rang(c,d, e) = dim(vect(c,d, e)) = dim(vect(c,d) = 2)

(c) Calculons le rang de la famille % :

2 -1 -2 1 L 2 -1 -2 1 Ly
B -1 2 2 4| L, 0 3 2 9| Ly«+2Ly+1L,
1g(#)=rg| | 5 3 _o Ly  '®lo0 -3 —4 —5| Ly« 2L;-1,
0o 1 1 2 Ly 0o 1 1 2 Ly
2 -1 -2 1 Ly
0 3 2 9 Lo
=%l 0 -2 4 Ls < Lg+ Ly
0 1 -3 L4(*3L47L2
2 -1 -2 1 L,
. 0 3 2 9 Lo
%o 0 -2 4 L;
0 0 0 -2/ Lj+2L4+1L;



Donc rg(#) = 4. De plus, la famille % est composée de quatre vecteurs et dim(R*) = 4. Par conséquent, ‘ A est une base de

(d) Comme c=0xa+0xb+1xc+0 xd, la matrice des coordonnées de ¢ dans exprimés dans la base Z de R* est

0 0
Matg(c) = (1) . De méme, | Matgz(d) = 8 . De plus, on sait d’aprés la question 1.(a) que e = —3c + 2d donc
0 1
0
Matg(e) = 0
-3
2
2. (a) Soit (z,y,z,t) € R Alors :
x -z — t =0
(z,y,2,t) € G(E){ y _ 9 — 0
— r = z+t
y = 2t
= (z,9,2,t) = (2 +1t2t2,t) =2(1,0,1,0) + ¢(1,2,0,1)
< (z,y,2,t) € Vect((1,0,1,0),(1,2,0,1))

Donc :

G= Vect((l, 0,1,0),(1,2,0, 1)) est un sous-espace vectoriel de R*

(b) La famille ((1,07 1,0),(1,2,0, 1)) est génératrice de G. Elle est de plus libre car composée de deux vecteurs non
colinéaires. Donc | ((1,0,1,0), (1,2,0,1)) est une base de R* et dim(G) = 2|

(c) Ona —2—(-3)—1=0et2—2x1=0 donc ‘ ¢ appartient a G ‘ D’apres la question 2.(a), le vecteur f = (1,0,1,0)
appartient & G. Comme G est un sous-espace vectoriel de R*, il est stable par combinaison linéaire. On a donc
I'inclusion Vect(c, f) C G. Or la famille (¢, f) est libre (car elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires) donc
la dimension de Vect(e, f) vaut 2. Donc Vect(c, f) = G et la famille (¢, f) est aussi une famille génératrice de G.
Finalement,

‘la famille (¢, f), ou f = (1,0,1,0) est une base de G‘

(d) Soit m € R. Déterminons le rang de la famille (u,,, vy,) :

—2m m+6\ L —2m m+6 Ly
m _4 L, 0 m+ 2 Ly« Lo+ 14
18(Um, Um) = 18 0 m+2 Ls =18 0 m+ 2 Ls
0 0 Ly 0 0 Ly
—2m m+6 L,
B 0 m+2 Lo
=18 0 0 Ls < Lz — Ly
0 0 Ly

Donc :
18(Um, V) =2 <= —2m#0etm+2#0 < m#0et m# -2

Comme la famille (w,,, v,,) est constituée de deux vecteurs, elle est libre si et seulement si son rang vaut 2. Finalement,

‘pour tout m € R, la famille (u,,, v,,) est libre si et seulement si m € R\ {—2,0} ‘

(e) def appartientG(m):
if -2%m==0:
return True
else :
return False

(f) Soit m € R. On commence par vérifier si les vecteurs u,, et v, appartiennent & G. On a :
Up €EG <= 2m=0et2m=0 <= m=0

Or on sait que la famille (ug,vg) est liée d’aprés la question 2.(c). Ce n’est donc pas une base de G. Finalement,

‘pour tout m € R, la famille (u,,,v,,) n’est pas une base de G ‘




3. (a) Soit (z,y,z,t) € R Alors :

(z,y,2,t) € F < 3(a,B) €R?, (z,y,2,t) = ac+ fd

— H(Oéaﬁ) € R27 (x7yaz7t) = Oé(—2,27—3, 1) +5(174a _272>
20 + pf = z 1
2 20+ 48 = y Lo
— J(a, ) € R, 30— 28 — 2 L,
[0 + 2,8 = t L4
—2a + [ = x L
2 56 = z+ty Ly« Lo+ 14
« 3(xp) R, 78 = —3z+2: Ly 2L;—3L
5,8 = T+ 2t L4(—2L4—|—L1
—2a + [ = T L
2 58 = Tty Ly
< 3(a,B) €R?, 0 = —8x+7y+10z L3+« 5L3+ 7L,
0 = y72t L4(*2L27L4
— 8 — Ty — 10z = 0
Y - 2t =0

Finalement, une écriture cartésienne de F' est :

F={(z,y,zt) eR* |8z —Ty—10z2=0et y — 2t =0}

(b) Soit (z,y,2,t) € R Alors :

r = =2t
y = =t
z = =3t

—

T -z -t = 0 15
(z,y,2,t) e FNG —= 8 — Ty — 10z = 0 Lo
Yy — 2t 0 L3
T -z =t =0 Ly
S — Ty — 2z + 8 = 0 Ly Ly—8L4
y - 2t = 0 L3
T — z -t =0 L
<= - 7y — 2z + 8 = 0 Lo
—2z — 6t = 0 L3 — 7L3 + Lo

14
— (z,y,2,t) = <2t, 715, St,t)

— 14
(z,y,2,t) € Vect( (—27 = -3, 1) )
14

Ainsi, F = Vect( (2, = -3, 1> ) = Vect((flél, 14, —21, 7)) La famille ((714, 14, —21, 7)) est génératrice de FNG

et elle est libre car constituée d’un seul vecteur non nul. Ainsi,

la famille ((—14,14,—21,7)) est une base de F NG




