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Je m’échauffe avec les compétences de base! I

Exercice n° 1:
Onpose P=X24+3X,Q=X?+X+1et R=X3—X. Calculer P2, P—Q, 3P+ Q — R et P2 — Q.

Exercice n° 2:
Déterminer les coefficients du polynoéme produit AB dans les deux cas suivants :
LA=X+2X2+3X3etB=1-X + X2
2. A=X3+X2+X+1letB=1-X+X2- X34+ X*
3.A=(1+X)"etB=(1-X)"
Exercice n° 3:
Soit P le polynome P(X) =2X'"0 —5X9 + X6 — X5 12
1. Déterminer le degré et les coefficients des polynomes P’ et P”.
2. Déterminer les degrés des polynémes Q, R et S ott Q(X) = P(X?), R(X) = P(X)? et S(X) = P(V(X).
Exercice n° 4:
Soient a et b des réels, et P(X) = X* +2aX34+bX2%+2X + 1. Pour quelles valeurs de a et b le polynéme
est-il le carré d’un polynéme de R[X]?
Exercice n° 5:
Déterminer les racines réelles des polynomes suivants et en déduire une factorisation dans R :

L. PA(X)=X?+X+1 3. P(X)=X"-X
2. Py(X)= X% - X2 -2X 4. Ps(X)=X8+ X1 +1

Exercice n° 6:
Peut on factoriser () par P dans les exemples suivants ?

I.P=X—-letQ=X3-2X243X-2 5. P=X+1letQ=X>+3X2-2

2. P=X?*+1etQ=X%2-1 6. P=(X+1)2et@Q=2X"+5X3+3X2-X 1
3. P=X"et Q=X04+ X%+ X? 7. P=X?et Q=2X*4+5X3+3X2-X —1

4. P=X-2etQ=X*-3X3+X+1 8. P=X?+Xet Q= (X+1)2F - x2ntl 1

Exercice n° 7:
Pour quelles valeurs de a le polynome P, (X) = (X +1)7 — X7 — a admet-il une racine réelle multiple ?

Exercice n° 8:
(Z) 3k(1 _ X)Bn—Qka'

n

Soit n € N. Simplifier le polynéme R(X) = >

k=0
Je me perfectionne! I

Exercice n° 9:

1. A laide du polynéme P = (X + 1)" et de son polynéme dérivée, montrer que

n n—1
* < —
VneN' VkeN, k<n, k(k) n(k_1>

2. A Tl'aide du polynéme P = (X + 1)?", montrer que
" /)2 2n
Vn € N*, =

Indication : On utilisera la formule du produit de 2 polynoémes et on regardera plus particulierement
le coefficient devant le monéme X™
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Exercice n° 10:
Pour chacune des fonctions suivantes dire si elle est polynomiale ? (on justifiera la réponse. )

: ) 1
1. f:x—e” 2. frxe—

Exercice n° 11:

Soit P et @ deux polynomes unitaires de degré 2022 tels que pour tout réel z, P(z) # Q(x). Montrer
qu’il existe un réel = tel que P(x — 1) = Q(z + 1).
Exercice n° 12:

Soit n € N. Développer le polynéme

n
P, (X) = 11 (1 +X2’“)
k=0
Indication : on commencera par calculer les premiers polynémes puis on conjecturera une expression que
I’on démontrera par récurrence.
Exercice n° 13:
On définit la suite de polynémes (Py,)nen) par

Pog=1

P=X

Vn € N, Pn+2 + P, = 2XPn+1
1. Déterminer Py et P3. Déterminer le degré de P,,.
2. Déterminer la parité de P,,. Calculer P, (1) et P, (—1).

Exercice n° 14:
Formule de Taylor pour les polynoémes
Soit P € R[X] et n = deg(P).

1. Montrer que 'on a

k!
k=0
2. En déduire que Va € R on a,
n
pk)
P(X) = kl(a) (X —a)X*
k=0 ’

Exercice n° 15:
Résoudre les équations d’inconnue P € R[X]

1. P(X?) = (X2 4+1)P(X)
2. P(2X) =P/ (X)P"(X)
Exercice n° 16:

Soient n € N et Py, Pq,..., P, des polynomes de R,[X] tels que pour tout k € [0,n], deg(Px) = k.
Montrer que

VAo, s An) ER™L ST Pr=0= M=A ==X, =0)
k=0

Exercice n° 17:
Soit n € N*. On considere les polynomes

A=(1+X)"+(1-X)" et B=(1+X)"—-(1-X)"

1. Déterminer les coefficients des polynomes A et B.
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. Calculer A(1) et B(1) puis montrer que
20 o 50
nggn p ngg’/? b
p pair p 1mpair

. On définit le polynéme T,, par

T,(X)= % <272>X”2k(X2—1)k

0<2k<n

Déterminer le degré de T,, ainsi que son coefficient dominant.

. En calculant de deux manieres différentes le coefficient de X" dans ’écriture développée du polyndéme

(X ].) 5 mOH(I“(El“ qu(f
n (n) <2n>

Indication : (X +1)*" = (X + 1)"(X + 1)™.

Maintenant que je suis fort(e), voici des extraits de DS sur ce theme!

Exercice n° 18:
On appelle polynéme symétrique un polynome dont les coefficients peuvent se lire indifféremment dans
un sens comme dans I'autre. Par exemple, f(z) = * — 523 + 622 — 52 + 1 est un polynéme symétrique. Le

but

de l'exercice est de résoudre 1’équation

gt —52% 4+ 62% — 504+ 1=0 (E)

d’inconnue z € C.

1.
2.

o.
6.

Vérifier que 0 n’est pas solution de (F).

1
Montrer que si zg est solution de (E), alors — est solution de (F).

Zo
. Montrer que 1’équation (F) est équivalente & I’équation
5 1
2 —5r+6—=4— =0 (E")
xr

1\ 2
. Calculer <33+ > .
x

1
En posant Y = x + —, montrer que 1’équation (E’) se ramene a une équation du second degré.
x

Résoudre cette équation du second degré, puis en déduire les solutions de I’équation (E).

Polynomes et espaces vectoriels au programme de

21€10€ année : un micro avant-gofit

Exercice n° 19:
On note Ro[X] des polynémes de degrés inférieurs ou égal & 2. On admet que (Ro[X], +, ) est un espace

vect

oriel avec + ’addition entre deux polynomes et - la multiplication d’un polynéme par un réel. On a donc
Ro[X] = {P polynéme; deg(P) < 2} = {aX? +bX +¢; (a,b,c) € R?}

. L’ensemble A = {P € Ry[X]; P(1) = P(2)} est-il un sous-espace vectoriel de Ry[X]?

. Si P s%écrit sous la forme P(X) = aX? +bX + ¢, a quelle condition a-t-on P € A?

. L’ensemble B = {P € Ro[X]; XP/(X) = 2P(X)} est-il un sous-espace vectoriel de Ry[X]?
. Si P s’écrit sous la forme P(X) = aX? 4+ bX + ¢, a quelle condition a-t-on P € B?



