BCPST1 A & B

Devoir Maison 1 - correction

Probléme 1 : Calcul

On rappelle que tout nombre réel x admet une unique racine cubique, notée /.

Partie A : Questions préliminaires

1. Soit (z,y) € R%. Posons

u=<r et v=Yy.

S=gxetod = y. Par conséquent,

Alors u
(uv)3 = udvd = zy.

Ainsi, uv est un réel dont le cube vaut xy. Par unicité de la racine cubique,

En prenant y = x, on obtient
Va2 = Yz = (Yz)° .

Donc

() = Va2 |

2. Soit € R. Posons u = /z. On a u® = x, donc

(—u)® = —ud = —z.

Ainsi, —u est un réel dont le cube vaut —z. Par unicité de la racine cubique,

Y=z =z

3. Soit (z,y) € R2. On développe :

(-’ =(z—y(z—y)°
= (z —y)(a® - 20y +°)
= 2% — 2%y + xy2 — ny + 2acy2 — y3
= 23 — 322y + 3z — P
Ainsi,
(z —y)® = 2® — 32%y + 3ay® — 2|,




Partie B : Racines cubiques

On pose

3

a=\BV24+7 et b=1\I5v2-T.

4. D’apres la propriété démontrée a la question 1,

ab = /(52 +7)(5v/2 — 7).

Or
(5V2+7)(5vV2—7) = (5v2)? =7 =50 — 49 = 1.
Donc
ab=1|

Par définition,
@ =5V2+7 et b =5/2-71,

d’ou
a® = b= (5vV2+7) - (5vV2-17) = 14.
Ainsi,
@’ b —14]
5. On pose
A=a—0b.
En utilisant I’identité démontrée a la question 3,
A3 = (a—b)?

= a® — 3a*b + 3ab® - V*
=a® — b® — 3ab(a — b).
Or, d’apres la question précédente, a® — b = 14 et ab = 1. Comme a — b = A, on obtient
A? =14 - 3A.

Par conséquent,

(A*+34—14=0)]
6. On cherche (o, 3,7) € R3 tel que, pour tout = € R,

23+ 3z — 14 = (z — 2)(az® + Bz + 7).
En développant le membre de droite,
(x —2)(ax? + Bx +7) = az® + Br* + yx — 202® — 28z — 2y
= az® + (6 — 2a)2® + (v — 20)x — 2.

Par identification des coefficients, on doit avoir

a=1,

8 —2a =0,
’Y_QB: )
—2v=-14

On obtient

et on vérifie bien que v — 26 =7—4 = 3.
Ainsi,

43 —14d=(z—-2) (2 +22+7)|




7. D’apres la question 6, A est solution de
z® + 3z — 14 = 0.
D’apres la factorisation obtenue a la question 7,
2432 -14=0 < (z—2)(z*+ 22 +7) =0.

La premieére équation donne z = 2.
Pour la seconde équation,

A=2% —4x1x7=-24<0,
donc elle n’admet aucune solution réelle.

Ainsi, équation 23 + 32 — 14 = 0 admet une unique solution réelle, égale & 2. Comme A est
réel et vérifie cette équation,

A=2|

8. D’apres les questions 5 et 8,
a—b=2 et ab=1.

Comme a =b+ 2, on a
b(b+2) =1,
soit
b +2b—1=0.

Le discriminant vaut

A=22—4x1x(-1)=8.

Ainsi,
b= _2?‘/@ = —1+V2.
Or
5V2—-17>0,
donc

b=1\/5V/2—7>0.

b=+v2-1.

Comme —1 — /2 < 0, on en déduit

Enfin,
a=b+2=v2+1.

Par conséquent,

a=v2+1 et b=v2-1|




